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AVIS 


Le titre de cet ouvrage rte laisse aucun doute sur son véritable objet; 
et la Table méthodique des matières en expose clairement les diffe- 
rentes parties. — Quant à sa forme, il a été rédigé en Mémoires et 
Notes, pour faire un ensemble avec la Réfutation de ]a Théorie des 
fonctions analytiques de Lagrange, qui porte sur le même objet. 

En outre, les géomètres pourront, dans ce moment, tirer de cet 
ouvrage une utilité accessoire, en rectifiant les opinions qu'ils ont sur 
la Philosophie de leur science. Cette utilité est indiquée dans le Post- 
scriptum qui se trouve à la fin. 
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CONTRE-RÉFLEXIONS 

SUR 

LA MÉTAPHYSIQUE 



Il vient de paraître une nouvelte édition d’un ouvrage intitulé Bé- 
flexions sur la Métaphysique du Calcul infinitésimal. Cette apparition 
nous a surpris ; nous crojiulis, en effet, qu’après tout ce que nous 
avons dit sur la métaphysique du calcul infinitésimal {^Foyez la 
Réfutation de la Théorie des fonctions analytiques'), les géomètres 
auraient renoncé à s’occu]>er de cette métaphysique, du moins jus- 
qu'à nouvel ordre. Notre opinion paraissait d'autant plus fondée que 
la production de la Philosophie des Mathématiques et spécialement 
de la Philosophie de l’Algoritbmie l^Foyez V Introduction à la Philo- 
sophie des Mathématiques) devait, suivant toutes les probabilités, 
fixer l’opinion des géomètres sur la Philosophie de leur science ; en 
effet, quoiqu’il soit vrai que la doctrine de cette Philosophie n'est 
pas à la portée des géomètres, considérés purement comme géomè- 
tres, ainsi que ces savans l'avouent eux-mêmes (^Foyez le Moniteur 
du aa novembre iBia), il est également vrai que la nature de cette 
doctrine est telle, ce nous semble, qu'on ne saurait dorénavant mé- 
connaître l'insuffisance des Mathématiques elles-mêmes pour expli- 
quer leurs premiers principes, c’est-à-dire, l'insuffisance des Mathé- 
matiques pour traiter leur Philosophie. Au reste, cette nature toute 
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particulière de la Philosophie dont nous parlons, n’a été qu’une 
preuve définitive et irrécusable de l'insuffisance philosophique de la 
science des géomètres; car, il n’y a pas de doute que ces savans 
n’aient, de tout temps, pressenti cette insuffisance, à peu près 
comme un simple arithméticien pressent que, quoiqu’il s’occupe de 
nombres, sa science ne lui suffit nullement pour reconnaître les lois 
de ces nombres, c’est-à-dire, pour traiter l’Algèbre. 

Notre attente a donc été déçue par l'apparition de la seconde édi- 
tion des Réflexions sur la Métaphysique du Calcul infinitésimal (* ). 
En effet , nous devons porter une haute estime à l'auteur de cette 
production ; et, par conséquent, nous ne devons y voir, de sa part, 
aucun motif étranger à l’amour de 1^ vérité : ainsi , sachant d'ailleurs 
que nos ouvrages, du moins la Réfutation de la Théorie des fonc- 
tions analytiques, sont connus de cet auteur, nous ne pouvons attri- 
buer cette nouvelle production sur la métaphysique du calcul infi- 
nitésimal , qu’à ce que notre Pliilosophie des Mathématiques n’a 
point produit, chez les géomètres , l’effet que nous en avions attendu. 
— Dans cet étal de choses, nous croyons, toujours pour le bien delà 
science, devoir, encore une fois, avant que nous ayons publié la 
doctrine complète de la Philosophie, montrer l’insiiffisAUce des argu- 
mentations purement mathématiques, pour expliquer les princij>es 
philosophiques de la science des géomètres. — Tel est l’unique but 
de cet opuscule. 


(*) L'appârîtion de la seconde édition de U Throrie ttes fonctions analytiques de 
I<agtange, n'avaît encore changé en rien notre opinion; et noos pouvons déjà ici d<^la> 
rer que celle appariüon ne nous a même nuUeiucnt surpris, ^ous en dirons les raisons 
dans la suite. 
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Voici, d'abord, en quoi consiste le principe algorithmique sur 
lequel l'auteur des Péflexiotis AonX. il s’agit, établit sa métaphysique. 
C’est au moins à quoi se réduisent tous ses argumens, comme nous 
espérons que le reconnaîtra lui-même cet illustre auteur. 

Soit, en premier lieu, F {x , y) une fonction de deux quantités 
variables x eljr, et soit . . . (i) » 

Ft^x,y) = O 

l'équation qui détermine la relation de ces variables. Si l'on conçoit 
la fonction F{x, y) dans un état différent, correspondant aux va- 
leurs x' et y des variables x et y, et si l’on suppose ... (a) 

■T = X -I- Jx, et y = y + iljr, 

dx et dy désignant ici des accroissemens quelconques de x et^, on 

aura, pour ces accroissemens, l’équation . . . (3) 
ai 

f (x -I- dx, y + dy) — O. 

Cette équation secondaire, jointe à l'équation primilive(i), doriViera 
toujours une équation dérivée que nous marquerons ainsi ... ( 4 ) 

F (x,/, dx, dy) = o; 

équation qui, comme cela est évident, ne peut déterminer que la 
relation des accroissemens dx et dy, sans statuer rien sur la valeur 
absolue de ces quantités; de sorte que ces accroissemens dx et dy 
restent entièrement indéterminés ou arbitraires, quant à leur valeur 
absolue. 

Or, s’il s’agi.ssait de connaître une autre quantité Variable, formant 
une certaine fonction des variables a; et/, ou, plus généralement , .s’il 
s’agissait de connaître une certaine autre relation des variables x 
et/, soit entre elles seules (comme, par exemple, dans la question 
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des mtLximis ci minimis), soit avec une ou plusieurs mitres quantités 
P, q, etc., relation que nous marquerons par réqualion .. . (5) 

4> di'signant ici une fonction des quantités x, y, et p, q, etc. ; et si, 
pour arriver à cette relation , on ne pouvait obtenir que deux condi- 
tions inexactes, exprimées par les deux équations ... (6) 

/. n< = O 

/• 1 ' '*'•) = °> 

dans lesquelles _/I etyj désignent de nouveau des fonctions des quan- 
tités X, y»Ptq I etc. et da rapport des acci oUsctncns indéterminés dy 
et dx; et enfin .si , par la diminution arbitraire de ces accroissemens 
dx et dy , on pouvait à volonté, dans les équations (6j, atténuer 

l'erreur qu’elles impliquent; il suffirait d'éliminer, entre ces der- 
^ . • 
niéres équations (6), le rapport ^des accroissemens arbitraires dy 

et dx , et l'équation résultante serait, d'une manière rigoureuse et 
exacte, l’équation demandée (5), savoir , 

3. etc.) = O. 

Car, puisque par la diminution arbitraire des accroissemens dx 
eidy, on peut, dans les équations (6}, atténuer à volonté l’erreur 
qu’impliquent ces équations en les prenant pour l’expression des 
conditions du problème, et celasxxs cnA.tcra les valeurs des autres 
quantités x,y, p, q, etc.’, il est évident que tout ce qu'il y a d’er- 
ronné dans cette solution , porte exclusivement sur les quantités dx 
et dy. Ainsi, obtenant le résultat demandé (5) précisément par l ’ éli - 
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liniATioir Djes qcantitïs arbitbaihes dx et dy, il est également évident 
que, dans ce résultat, il ne saurait j)lus y avoir rien d'erronné; et, 
par conséquent , que ce résultat est ricouhecsemebt exact. 

En second lieu et généralement , soit (x, , x,, arj , . . . x„) une 
fonction de m quantités variables x,, x,, Xa,... x„, et désignant 
par F^, Fl, etc. autant de fonctions différentes, soient. . . (^) 

■fi (.ViiJ^i, *»,••.•*.) = O 
f. (.v,,x,,a-j,...*_) =: O 
= O 

f» , x„ X ] , . . . — O 

n équations qui déterminent la relation de ces variables x, , x, , 
X3 , . . . x„ , le nombre n d’équations étant toujours plus petit que 
le nombre m de variables. Si , comme plus baut , on conçoit ici un 
état différent des fonctions F,, F„ Fj, . . . F„, correspondant aux 
valeurs xj , xj , xà , . . .xl,, et si l'on fait encore ... (8) * 

ir, = X, -t- dx, 

X, =: X, -f- dx2 

xi = Xi + dxi 
xl j-«. 4- dx„-, 

on prouvera, comme plus haut, qu’il n’existe, pour les accroisse- 
mens totaux dx,, dx,, dxi,.., dx„ que n équations dérivées que 
nous marquerons ainsi ... (9) 

(x,, X, , xj, «te., dx,,dx,,dxi, etc.) =: O 

Fxix,, x.,X], etc., dx,, dx„dxi, etc.) — o 
/ 

Fi{x,,x,,Xi,*te.,dx,,dx„dxi,etc.) =: o 
(x,,x,,xj, etc., dx,, iix,, </x],elc.) o 


* 
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et , par conséquent, que la valeur absolue des accroissemcns <£r, , 
(ix^, dxi , dx„ , reste arbitraire. 

Or, s'il s'agissait de connaître un certain nombre |U de relations 
des quantités variables x,, x,, n, ... x„ , soit entre elles seules, 
soit avec d’autres quantités p, ç, r, s, etc. , relations que nous mar- 
querons pas les équations ... (lo) 

■*>1 (j^i, etc.,/», 7 , r, etc.) = O 

1’. (jti, «te., />, î, r, etc.) = O 

«tc.,yj, 7, r, etc.) =r o 

'“/uC^<,x.,j:j,ctc.,/i,ç,r,etc.) = O, 

‘t’i » ) - • • % désignant encore ici autant de fonctions diffe- 

rentes des quantités x,,x,, X}, etc. et />, y, r, etc; et si , pour arri- 
ver à cette connaissance, on ne pouvait obtenir que des conditions 
inexïctes, mais en nombre sufbsant, eipriméespar les » équations 
suivantes ... (i i) 

/■ (^. . *. • «•«• I />, î. «t«. , , <ir, , etc.) = O 

/• (*I. .«..etc-./'. ÎI «le., lie,, lir., etc.) = o 
/j (*, , X, , etc. , /), 7, etc., d.r , , iU„ etc.) = o 


/> (x., x„ etc.,/), 7, etc., lir, , lir,, etc.) = o, 

dans lesquelles yi,^,yà, ...^ désignent, comme plus haut, autant 
de fonctions des quantités x, , x, , xj, etc., p, q, r, etc., et des 
accroissemcns indéterminés, totaux ou partiels; et enfin si, d’une 
part, les équations (ii), comme conditions suffisantes, pouvaient 
servir à éliminer tous les accroisseihens dx,, dx,, dxj, etc. qui y 
seraient contenus , et , de l’autre part , si , par la diminution arbi- 
traire de ces accroissemens , on pouvait à volonté, dans les équa- 
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tions (ii)i atténuer l'erreur qu’impliquent ces équations en les con- 
sidérant comme conditions du problème; on prouverait, comme 
plus haut, qu'il suffirait réellement d'éliminer, entre les équations 
(ii)rles accroissemens <2x,, dx-^, 4^3 , etc. qui y seraient contenus, 

* et que le résultat de cette élimination, formant les^ équations (10) 
qui sont demandées , serait bigodreusemedt exact. 

Tel est^le principe algorithmique de la métaphysique du calcul 
infinitésimal présentée par l’auteur des Réfiexions qui sont l'objet de 
ce Mémoire. — C’est , en effet , de ce seul principe , exposé ici dans 
toute sa généralité et dans toute sa pureté algorithmique, que cet 
auteur déduit les principes fondamentaux du calcul différentiel , du 
calcul intégral et du calcul des variations. Nous pouvons donc , dans 
l’examen de cette métaphysique , négliger d’abord tous les théo- 
rèmes, corollaires, définitions et autres propositions que l’auteur de 
cette doctrine a cru devoir établir d’une manière systématique, pour 
donner une forme logique à son ouvrage: nous procéderons ensuite, 
lorsqu’il en sera besoin , à l’examen de ces théorèmes , corollaires , et 
autres propositions purement logiques. — Mais , pour plus de briè- 
veté , nous nous bornerons ici à l’examen du principe particulier 
que nous avons exposé sous les marques (1), (3), ... (6) : il sera 
facile d’étendre cet examen au principe général exposé sous les mar-' 
ques(7),(8), ... (11). — Venons au fait. 

Suivant l’hypothèse , les deux équations (6) forment , d’une ma- 
nière inexacte, les expressions des deux conditions du problème, 
c'est-à-dire, des deux conditions dont dépend l’équation ( 5 ) qu’on 
veut découvrir. Ainsi, considérant les quantités qui entrent dans les 
équations (6), comme ayant leurs véritables valeurs, savoir, les 
quantités x et^ comme étant données par l’équation primitive (i) , 
les accroissemens dx et djr comme dopnés par l'équation dérivée (4), 
et enfin les quantités p,q^ etc. comme données par la nature de la 

2 


Cigitiz^ by Google 


lo 


CONTRE -REFLEXIONS. 


question, c'est-à-dire, par l'cquation uiéme (5) qu’il s’agit de décou- 
vrir, on voit que les équations (G), tant que les accroissemens dx 
et dy oui une valeur quelconque, sont nécessairement fausses, par- 
cequ’elles sont des expressions inexactes des conditions sous les- 
quelles est possible la relation des quantités tnêmes que contiennent 
• ces équations. Ce serait donc une véritable AnsuBoiTé , une erreur 
contre le sens commun , si on voulait s’imaginer que Faqleur de la 
métaphysique dont il est question, a prétendu que, de ces équa- 
tions (6), qui par hypothèse sont nécessairement fausses dans tous 
les cas, on pût tirer des résultats vrais ; car , autant vaudrait-il écrire 
au hasard l'équation (S) qu’ou veut découvrir : il y aurait même, 
dans ce dernier cas, plus de probabilité de rencontrer un résultat 
vrai , qü'il n’y en a d'arriver à la vérité en partant de conditions 
fausses. Il s'eusuit que, pour éviter cette absurdité et pour attacher 
un sens raisonnable à la doctrine que nous examinons , il faut sup- 
poser à l'auteur de cette doctrine l'intention tacite de traiter au 
moins mf.ntai.eiiest les équations auxiliaires (6) dont il s'agit, dans 
L' éTAT où eli.es sonT vraies; et, pour cela, il faut considérer ces équa- 
tions comme contenant encore d'autres quantités I, etc., dout 
l’absence e.st pvésisément ce qui rend fausses ces équations. Soient 
donc, à la place des équations auxiliaires (6) qui sont fausses dans 
tous les cas, les équations mentales . . . (G)' 

/. f, «'«• . I, C. = O 

» 

qui expriment les véritables conditions du problème ; ce sont ces 
équations que l’auteur de la doctrine en question a nécessairement 
en vue , lorsqu'il parle des équations auxiliaires (6) ; et cela en y sup- 
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pléant mentalemcDt les quantités coqapléineiitaires etc. Cette, 
intention de notre auteur est prouvée très expressément par ce qu’il 
dit lui-même au n.° isS (p*ge >56 de son ouvrage J, en parlant de la 
méthode des indéterminées de Descartes : en effet, il déclare « qu'il 
« met , pour ainsi dire mentalement , les équations auxiliaires (6) 

« sous la forme sous laquelle elles sont vraies; et cela moyennant 
« deux quantités complémentaires ( qu’il désigne par f et ?' ) propres 
« à rendre vraies ou exactes ces équations auxiliaires. » 

Or, avant de poursuivre cet examen , observons ; d’abord , que 
les quantités mentales ou complémentaires etc. dont nous ve- 
nons de reconnoitre l'indispensable nécessité, doivent diminuer con- 
tinuellement à mesure que diminuent les accroissement dx et dy, 
puisque, par hypothèse, les prétendues équations auxiliaires (6) 
sont telles que l’erreur qui y estTmpliquée , peut être atténuée à 
volonté, en diminuant les accroissemens dx et djr. Observons en- 
suite , et cela n’est pas moins essentiel , que les accroissemens dx 
et djr, ainsi que les quantités mentales {, (, etc. liées avec ces 
accroissemens, qu’on peut diminuer à volonté, ne sauraient cepen- 
dant être zéro ; car , comme l’observe l'auteur lui-même de la méta- 
physique en question, s les équations auxiliaires (6) semient insi- 
< gnifiantes (c’est-à-dire, sans valeur intellectuelle), lorsque les 

dy 9 

O quantités dx et d_y seraient des zéros absolus, puisque -^ = ~, 

userait alors une quantité absolument indéterminées ( n.° 3i , 
page 4 > de son ouvrage ). 

Actuellement revenons à nos équations auxiliaires (6). — Puisque, 
pqur éviter l’absurdité , il faut, au moins mentalement, substituer 
aux équations [6) les équations (6/ qui contiennent les quantités 
complémentaires ( , {, etc. , il est évident qu’en éliminant , entre ces 

équations , le rapport ^ des accroissemens arbitraires dx et dj-, le 
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résultat, formant l'équation ^5) qu'on veut découvrir, contiendra 
nécessairement, du moins en général, les quantités mentales ou 
complémentaires (, et aura par consé(^uent la forme . . . (5)' 

♦ Lî.'tc.) = O. 

Ainsi, puisque les quantités mentales (, etc. dont on ne connaît 
nullement la dépendance, hf peuvent être conçues comme se déthci- 
SANT ELLES -MÊMES DANS LE RÉSULTAT PRÉCÉnENT (5)', il CSt CnCOre 
ëvident*que , sans commettre une véritable absurdité, on ne peut 
concevoir ce résultat (5/ que comme contenant les quantités (,(, etc. 
dont il est question. Donc, ne pouvant être considérées comme des 
zéros absolus, quoiqu’on puisse les diminuer k volonté’, les quan- 
tités I, {, etc. restent inséparables du résultat (5/; et la métaphy- 
sique que nous examiooos coniftiel nécessairement une erreur, en 
supposant qu'on puisse concevoir ce résultat de l'élimination des 
équations (6)', comme ne contenant plus aucune quantité arbitraire 
t, t, etc. Ainsi donc, puisque, d'une part, ce résultat contient néces- 
sairement les quantités arbitraires {, etc. , et que, de l'autre part , 
on ne saurait concevoir à prori la destruction de ces quantités entre 
elles , LA COMPENSATION PES ERREURS qui proviennent de ce qu'on 
néglige les quantités { , C , etc. dans les équations auxiliaires (6) , n'a 
nullement lieu par les procédés mêmes de ce calcul (*). 

C'est là le vice de la métaphysique dont il s’agit. — Nous allons 


( *) compensaiion, non des errenrs, mais des qnantités complémentaires atc., 
ou plutôt la destruction de ces quantités entre elles, a bien lieu réellement, car, c'est là 
même le rsir BXTasoauiMAisK que présente le calcul difTérentiel ; fait qu'il s agit préci- 
sément d'expliquer. Mais, comme nous 'venons de le prouver, cette destruction des quan- 
\ tités i 1 ^ 1 etc. n’a nullement lieu rsa les PEOcÉnàa aiiiiBS de cc calcul, comme l'établit 
Ia métaphysique que nous eiaminons. 


Digitized by Google 


.fL<* ^ ■AÆitafa.'tî 








CONTRE-RÉFLEXIONS. i3 

maintenant expliquer jusqu’à la nature logique de l’erreur qui a 
entraîné ce vice. 

Pour arriver à cette explication, il suffit de découvrir la méprise 
logique par laquelle , dans la métaphysique en question , ou se croit 
fondé à rejeter les quantités complémentaires Ç, etc., soit dans les 
équations auxiliaires (6), soit dans le résultat (5) que donnent ces 

Hv 

équations par l’élimination du rapport — Or,‘pour en venir im- 
médiatement au fait, nous dirons que, dans cette prétendue méta- 
physique, la méprise que nous venons d'indiquer, a lieu de deux 
manières différentes ; de sorte que la nature logique de l’erreur qui 
est le fondement du vice de cette doctrine, est de deux e.spèces diffé- 
rentes, comme nous allons le montrer. 

D’abord , en prenant les équations auxiliaires (6) pour l’expres- 
sion inexacte des conditions du problème, et en supposant que l’er- 
reur qu’impliquent ces équations, porte exclcsivemext sur les ac- 
croissemens dx et djr contenus dans les mêmes prétendues équa- 
tions,* on commet manifestement une méprise logique en ce qu’on 
néglige les quantités complémentaires etc. En effet, sans ces 
quantités complémentaires, du moins en les considérant de la ma- 
nière dont elles sont considérées dans la métaphysique que nous 
examinons, les éqaatiqns«uxiliaires (6) seraient nécessairement faus- 
ses , comme nous l'avons déjà observ^plus haut ; d’où il s’ensuit avec 
la même nécessité , que l'erreur provenant de l’emploi de ces équa- 
tions , dépendrait non seulement des quantités dx tidjr qui entrent 
dans ces prétendues équations, mais, et cela principalement, cette 
erreur dépendrait encore des quantités complémentaires {, Ç, etc. 
qui seules manquent dans les équations (6) pour les rendre exacte;. 
Ainsi, en supposant que l’erreur attachée à ces équations, dépende 
exclusivement des quantités arbitraires dx t\ dy qui y sont conte- 
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nues , on négligé manifestement l'influence principale flans cette 
erreur , savoir, l’influence îles quantités complémentaires { , Ç, eto. 
flont l’absence rend précisément inexactes les équations auxiliaires 
(6) dont il s’agit. Pour nous en convaincéè mieux , considérons ces 
quantités complémentaires t, etc. comme formant plusieurs 
classes, savoir, Ç', etc., t", etc., 5 "', etc;, etc. (*); et sup- 
posons qu’on sous-entende dans les équations (6) au moins une de ces 
classes, par exemple, la classe etc. Puisque toutes les autres 

classes de ces quantités complémentaires seraient considérées comme 
n’entrant pas dans les équations (6), il est clair que ces équations 
seraient toujours inexactes ou fausses; et puisque, de plus, l’erreur 
pfuvenant de l’emploi de ces équations inexactes , pourrait être atté- 
nuée à volonté par la diminution des quantités dx et et des quan- 
tités t' , , eto. qu'on suppose y entrer , il est également clair que , 

suivant l'argumentation même de la métaphysique en question , 
l’erreur dont il s'agit dépendrait non seulement des quantités dx 
et djr, mais encore des quantités i', etc. Ainsi, en supposant que 
l'erreur attachée i l’emploi des équations (6) dépende EXCLUsrVzHEirr 
des quantités dx ex. dj , comme le fait la métaphysique qui nous 
occupe , on néglige très manifestement les différentes classes 
etc. , {", î", etc., Ç'", etc. etc. des quantités complémentaires 
i, Z , etc. ; car, ce que nous venonsde prouver pour la classe Ç', etc. 

de ces quantités, s'étend évidihiment aux autres classes des mêmes 
quantités. Mais, pour pouvoir ainsi négliger ces quantités complé- 


(*) differente» classes de quantité» coroplémenuire» répondent ici visiblement 
aux différen» ordres supérieur» de quantité» itilliiilésimales, qu'on néglige dan» les 
équations difTérentielles ^ ou, du moin», elles répondent aux dUTérentes parties d'un 
même ordre supérieur de quantités Infinitésimales» négligé dans une équation di^é- 
reotirUe. * 
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mentairps, il faudrait l’un de« deux: ou l.°, il faudrait que l'in- 
fluence de ces quantités dans les équations auxiliaires (6), fût rigou- 
reusement nulle ; ou a.° , il faudrait que cette influence se détruisit 
dans le résultat (5) que donnent ces équations par réAninatiou du 

rapport^, c’est-à-dire, il faudrait que les quantités complémen- 
taires ( , etc. se détruisissent entre elles dans le résultat (5) de la 
que.stion. La première de ces conditions n'est possible que par le 
piUHCiPE MÊME du calcul différentiel, savoir, par le principe que les 
quantités des ordres inférieur^ de grandeur, sont nulles devant les 
quantités des ordres supérieurs de grandeur; et la seconde de ces 
conditions n'est possible que par le fait même du calcul différen- 
tiel, savoir, par le fait que les quantités négligées dans les opérations 
de ce calcul, se détruisent dans les résultats. Ce n’est donc que pab 
LA BATi'RE MÊME OU CALCUL niFFÉRENTiEL, et Spécialement par son pbix- 
ciPE OU par son fait même , que la métaphysique que nous exami- 
nons peut négliger l’influence des quantités compléinentaircs{,{, etc. 
dan^les équations auxiliaires (6), et qu’elle peut ne faire dépendre 
que des seules quantités dx cl djr l'erçeur attachée à l’emploi de ces 
équations. 

• 11 s’ensuit tout clairement que la nature logique de la méprise qui, 

sous ce premier point de vue, entraîne le vicé'de la métaphysique en 
question , est ce qu’on appelle petitior de pribcipe (petilio principü). 

Cependant, quelque subtil que soit ici ce vice logique de la méta- 
physique qui nous occupe , et quoique ce vice soit fondamental dans 
la première et inèine dans la seconde édition de cette métaphysique, 
il n’a pu, à la longue, échapper entièrement à l’esprit profond et 
juste de l'auteur que nous combattons. En effet, voulant négliger 
l'influence des quantités {, etc. dans l'erreur provenant de l'em- 
ploi des équations auxiliaires (6), et devant, en même teras, éviter 
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l’absurdité qu'impliquait cette manière de voir prise dans toute sa 
nudité, l’auteur dont il s’a’git a dû, au moins confusément, pses- 
sentir le vice que nous venons de signaler; et c’est sans doute à ce 
pressentiment logique que nous devons une espèce d'amendement 
que, dans la seconde édition, cet auteur apporte au vice fondamental 
de sa métaphysique, en déclarant expressément, à l'article où il 
parle de la méthode des coef&ciens indéterminés, que les quantités 
complémentaires t, (, etc. sont toujours au moins sous-entendues 
dans les équations auxiliaires (6), et dans toutes les autres équations 
qu’on en déduit. Mais, par un malheur inévitable, attaché à la na- 
ture mèitie de la question , cet amendement de l'auteur entraîne un 
vice nouveau et accessoire. — C’est là la seconde méprise logique 
que nous avons annoncée plus haut , et dont nous allons donner 
également l'explication. 

En partant de l'équation . . . ( 13 ) . 

O — A + Cr’ -t- Dj^ + «le. , 

• • 

dans laquelle les coefficiens jé. B, C, D, etc. sont des quantités cons- 
tantes, et X une quantité vïriahie et quelconque, l'auteur de la 
métaphysique dont il est question, reproduit d'abord le principe 
fondamental de la méthode des coefQcieos indéterminés, savoir, 
qu'on a toujours . . . (i3) 

A = O, B = O, C = O, D = O, etc. 

Ensuite, en se bornant aux deux premiers termes de l'équation (ta), 
savoir, à l'équation . . . (i4) 

• O ^ -4- B.r f 

et en observant que le second terme Bx de cette équation peut être 
diminué à volonté, à cause de la quantité variable et arbitraire x. 
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l'auteur de la métaphysique tire , du principe précédent (i3) de la 
méthode des coefficiena indéterminés, la corollaire suivant : ... 05) 

« Si la somme ou la différence de deux prétendues quantités est 
« égale à zéro , et que F une des deux puisse être supposée aussi 
« petite qu’on le veut, tandis que l'autre ne renferme aucune 
« arbitraire , ces deux prétendues quantités seront chacune en 
« particulier égalés à zéro. • 

Ce corollaire une fois établi , l'auteur de la métaphysique en ques- 
tion évite ou du moins atténue la pétition.de principe qui, ainsi que 
nous l’avons reconnu plus haut, constitue le vice logique principal 
de sa métaphysique. En effet, on n'a plus besoin alors de négliger, 
du moins explicitement, les quantités complémentaires (,{, etc., les- 
quelles, lorsqu’on ne peut les négliger en vertu du principe ou du 
fait même du Calcul différentiel, entrent nécessairement, sous la 
sauve-gardq de Tabsurdité, dans les équations auxiliaires (6), et 
dans toutes les équations qui sont déduites de ces dernières. Prenant 
donc ces équations (6) et l'équation (5) qui en est déduite, dans l’état 
de vérfté où elles impliqqent les.quantités eomplémentaires i,Z, etc., 
comme nous les _ avons considérées sous les parques (6)' et (5)', 
savoir, 

■# 

/. J. P> î. «t' i f . Ç. = O, 

(S)'. . . ® (x,/, 7, etc., etc.) = o; 

il suffit de transformer, par le moyen de développement des fonc- 
tions en séries, les fonctions /i , /) et « eu deux termes, dont l’un 
se trouve indépendant des quantités arbitraires {, etc., et l’autre 
dépendant de ces quantités et les ayant pour facteurs. De cette roa- 
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nière, les équations C6)' et (5/ se trouveront ramenées à 1a forme 
de l’équation (14); et on peut, en vertu du corollaire (tS) déduit de 
cette équation (t4)> négliger les termes dépendans des quantités 
arbitraires { , etc. dans les équations transformées (6/ et (5y, 
parceque , suivant ce corollaire , les termes que nous venons de 
nommer sont, par eux-mémes, égaux à zéro. 

Tout cela est bien. — Mais, si cet opportun corollaire (i 5) ne se trou- 
vait lui-même établi que par la métaphysique dont il est question ; 
qu’en serait-il alors de cette métaphysique? La réponse est facile. 
— Cependant , avant de nommer ce nouveau vice logique, prouvons 
que le corollaire dont il s'agit, n'est réellement établi que par la mé- 
taphysique même qu'il devait fonder. 

Pour établir le corollaire (1 5), l'auteur de celte doctrine a évidem- 
ment besoin du principe fondamental (i3) de la méthode des coef- 
ficiens indéterminés; car , comme nous l'avons vu, ce n’est que par 
le moyen de ce principe qu'il peut arriver au corollaire en question. 
Mais ce principe (i3), qui est très vrai, se trouve fondé sur une cir- 
constance qui u'est nullement favorable à la métaphysique de notre 
auteur, savoir, sur la circonstance de ce que, dans l'équation indé- 
terminée (la), la variable arbitraire x peut être up zéro absolu. En 
effet , faisant dans cette équation x=o , on a immédiatement A=o, 
et, puisque y/=o, l’équation (la) , en la divisant par x, se réduit à 

zz. B Cr 4“ 4 - etc. ; 

de sorte que, faisant de nouveau xz=zo, on a encore immédiatement 
B — o\ et ainsi de suite C=o , Z)=o, etc. Le principe (|3) est donc 
vrai, mais la source de cette vérité, qui est la circonstance que x peut 
être un zéro absolu, n’est nullement favorable à la métaphysique 
dont il est question ; car, dans cette métaphysique, où il s'agit de 
ramener, à la forme de l'équation (i4)) <frs équations telles que les 
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équations précédentes (6/ et (5)', les quantités qui correspondant à 
la variable arbitraire x de l’équation (i4)« savoir, les quantités com- 
plémentaires I, (, etc. des équations (6y et (5)', ne sauraient être des 
zéros absolu^, parceque, dans ce cas, comme nous l'avons déjà ob- 
servé plus baut, les équations auxiliaires (6)' seraient tout-à-£ait insi- 
gnifiantes, à cause que la quantité -^qui entrerait dans ces équations, 

est absolument indéterminée. Ainsi, l’auteur de la métaphysique qui 
nous occupe, a été forcé de cberçber une autre source à la vérité du 
principe fondamental ^i3) de la méthode des coefficiens indétermi- 
nés ; et c’est précisément dans ce^écart forcé qu’il a commis, et qu’il 
a même dû commettre une nouvelle méprise logique. — Voici , d’a- 
bord, ses propres argumentations: . , . (i6) 

« PuisquCj^daiis l’équation (la), on peut supposer x aussi petite 
a qu’on le veut, on pourra aussi rendre aussi petite qu’on le voudra 
■ la somme de tous les termes qui ont x pour facteur, c’est-à-dire, 
« la somme de tous les termes qui suivent le premier. Donc, ce pre- 
a raier terme ^ diffère aussi peu qu’on le veut de zéro; mais ^ étant 
a une constante, ne peut différer aussi peu qu’on 1e veut de zéro, 
a puisque alors elle serait variable: donc elle ne peut être que zéro: 
a donc on a déjà ^ = o\\\ reste donc 

Bx Cx* -1- etc. = O : 

« je divise tout par x, et j’ai 

B + Cx + Dx* — O, ~ ^ 

a d’où l’on tire B=o, par la même raison qu’on a donnée pour 
« prouver qu’on avait Azszo', le même raisoduement prouvera qu’on 
« a pareillement 

C = O , Z> s O , etc. « 
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C'est de cette manière que l'auteur de la métaphysique en qucs- 
tiou, croit pouvoir prouver le principe fondamental de la mé- 
thode des coefQciens indéterminés, dont il a besoin pour sa méta- 
physique; et cela pour éviter la vraie source de ce principe, laquelle, 
comme nous l'avons déjà dit, consiste en ce que, dans l'équation (ta), 
la varialjle arbitraire a- peut être un z^ro«bsolu. Mais malheureuse- 
ment cette preuve ou cette déduction du principe de la méthode des 
indéterminées, en considérant cette déduction en elle-même et avec 
abstraction du grand principe du Calcul différentiel , est fautive. En 
effet, de ce que, dans l'équation (la), la quantité A peut différer de 
zéro aussi peu qu'on le veut, en diminuant continuellement la va- 
riable arbitraire x, sans cependant pouvoir la réduire à un zéro ab- 
solu, il ne s'ensuit nullement que celte quantité soit rigoureuse- 
ment égale à zéro; car, A pourrait différer de zéro dJfcinc quantité 
indéfiniment petite et telle que, quelle que soit la diminution qu'on 
donne à a; et que, dsns les coaniTioxs nu tlhs, il soit possible de 
lui donner, on ne puisse tsmais atteindre à cette différence indéfi- 
niment }>etite de A avec zéro. Il est vrai que , dahs ce cas , la quan- 
tité A serait réellement égale à zéro, et cela de la manière la plus 
rigoureuse; mais cette rigueur de la vérité de ce que, dams le cas 
supposé , on a A=zo, ne s'établit point par elle-même : elle ne s'éta- 
blit précisément que par le grand principe du Calcul différentiel, 
savoir, par le principe que deux quantités qui ne diffèrent entre elles 
que d'une quantité indéfiniment petite, sont rigoureusement égales. 
Ne pouvant donc croire que l'auteur de la déduction dont il est 
actuellement question, ait commis cette nouvelle pétition de prin- 
cipe , celle de supposer le grand principe du Calcul différentiel, 
pareeque ce vice logique est ici trop apparent pour avoir pu échap- 
per à un esprit aussi profond , nous ne pouvons attribuer la défec- 
tuosité de cette déduction , qu'à cc que l'auteur établit ou fonde cctie 
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. (léfluclion sur les principes fautils de sa métaphysique. Et, en effet, 
tonte cette déduction du principe fondamental (i3) de la méthode 
des coefficiens indéterminés, telle que nous l’avons rapportée littéra- 
lement ci-dessus sous la marque (i 6 ), n’est aü fond qu’une applica- 
tion du premier des cinq corollaires que l’auteur croit tirer de la 
proposition qu'il nomme principe fondamental de sa métaphysique 
( V oyez n°. a4 , page 3o ^e son ouvrage ). • 

Mais, pour procéder méthodiquement dans cette dernière exposi- 
tion , nous allons remonter jusqu’au principe le plus général de la 
métaphysique dont il s’agit. — Nous avons déjà exposé plirs haut le 
principe général algorithmique de cette métaphysique; et effective- 
ment, c'est de ce seul principe que dérivent toutes les applications 
que l’auteur fait de sa métaphysique pour déduire les principes du 
Calcul infinitésimal. Mais ce pritihipc algorithmique de l.i métaphy- 
sique en question, n’est que la détermination algébrique d’un prin- 
cipe philosophique supérieur qui , à l’insu peut-être de l’auteur de* 
cette métaphysique% sert de premier fondement à toutes les argu- 
mentations de cette doctrine. Ce principe philosophique supérieur 
est:...(t 7 ) 

Dans des relations quelconques de plusieurs quantités non-arbi- 
traires, où il entre, de plus, une ou plusieurs quantités arbitraires 
qu’on peut supposer aussi petites qu'on le veut, on peut toujours 
éliminer ces quantités arbitraires ; et la relation résultante entre 
les quantités non-arbitraires , sera rigoureusement vraie. 

On voit, en effet, que le principe algorithmique que nous avons 
exposé plus haut sous les marqueà (i), (a), (3) , . . . fit), n’est 
qu’une détermination algébrique du principe philosophique précé- 
dent ( 17 ); détermination qui le rend propre à la déduction des prin- 
cipes du Calcul infinitésimal. ^ 
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Or, la proposition que l'auteur de la >ne'taph]rsique nomme prin- 
cipe fondamental de sa métaphysique , et qui , dans son ouvrage , 
porte le n". &4 > est. . .(i8) 

a Deux quantités non-arbitraires ne peuvent différer entre elles 
a ^ue d’une quantité non-arbitraire. « 

Un peu de réflexion suffit pour s'apercevoij que celte dernière pro- 
position (i8) n’est qu'un cas particulier, et même le cas le plus par- 
ticulier de la conorrioit puaiMEifT négativk de notre proposition géné- 
rale (i7)t c'est-à-dire, un cas particulier de la condition native sui- 
vante. .'.(19) 

Dans des relations quelconques de plusieurs quantités, où il 
n'entre pas de quantités qu'on peut supposer telles qu’on le veut, 
les quantités formant ces relations sont toutes non-arbitraires. 

^Cet état logiquement négatif de la proposition (18) que l'auteur de 
la métaphysique croit être son puhcipe FonusiiEirTAL, est ici préci- 
sément la cause de ce que cette proposition, prise en elle-même, 
n’est susceptible d'aucune, absolument d'aucune application; quand 
même cette proposition ne serait pas d’ailleurs une simple propo- 
sition tautologique, circonstance qui suffirait déjà pour la rendre 
inutile. Aussi, pour en venir à l’application, l’auteur de la métaphy- 
sique est-il forcé de poser cinq nouvelles propositions, portant les 
n°*. a 5 , a6 , 37, a8 et 39 dans son ouvrage ; propositions que, sous 
le nom de corollaires, il croit tirer de la proposition (18) qu’il prend 
pour son principe fondamental. Ces prétendus corollaires sont 
. . . (ao) • 

I .“ ) « Deux quantités non-arbitraires sont rigoureusement égales 
entre elles, du moment que leur différence prétendue peut 
« être supposée aussi petite qu’on le veut. » 
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a.° ) « Pour être certain que deux quantités non-arbitraires sont 
« rigoureusement égales, il suffit de prouver que leur diffé- 
a rence, s'il jr en avait une, ne saurait être u/te quantité non- 
<t arbitraire. » . 

3° ) « Toute valeur qu'on peut rendre aussi approximative qu’on 
« le veut de la véritable quantité qu’elle représente, sans qu’il 
« soit besoin pour cela de rien changer ni à F une ni à F autre , 
*' « est nécessairement et rigoureuserrtent exacte. » 

-'U 

4^ ) « Toute quantité qu’on est maître de supposer aussi petite 
€ qu'on le veut, peut être négligée comme cdssolument nulle, 
c en comparaison de toute autre quantité qui ne peut être, 
■ comsne la première, supposée aussi petite qu'on le veut; saru 
« que les erreurs qui 'peuverU naître ' atrui dans le cours du 
« calcul puissent en affecter le résultat, du moment que toutes 
< les quantités arbitraires en seront éli/ninées. > , . 

5* ) « Toute quantité dont le rapport avec une autre quantité peut 
« être supposé aussi petit que Fan veut, peut être négligée 

* comme' absotume/U nulle en comparaison de cette dernière, 
« saru que les erreurs auxquelles cela peut don/ter lieu daru le 
« cours du calcul, puissent en affecter les résultats , du mo- 

* ment que toutes les quantités arbitraires en sont éliminées. » 

Encore ici , un peu de réflexion suffit pour reconnaître que ces 
cinq nouvelles propositions ne sont que des cas particuliers de notre 
proposition générale ( 17 ) , mais , .celte fois-ci , en prenant cette pro- 
position générale oaas t’éraT rosmr où elle se trouve effectivement; 
a çt de là vient précisément l'utilité logique de ces cinq prétendus 
Gprolloires. — Nous pourrions prouver avec facilité que ces soi-disant 
corollaires ne dérivent nulieinent de la proposition (t 8 ), purement 
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tautologique et même négative ( ex parts rtegativis nihil sequitur'), 
dont les croit tirer l'auteur de la métaphysique ; en prenant ici le 
mot de dérivation ou de déduction dans sa véritable acception logi- 
que , savoir, que les propositions déduites doivent être contenues 
dans la proposition dont on les déduit : il suffirait, pour donner 
celte preuve de la manière la plus rigoureuse, de montrer que , dans 
le cas en question, les propositions (ao) formant les cinq prétendus 
corollaires de l'auteur de la métaphysique, sont de véritables fucc- 
MEXs synthltiques fondés à priori svir un principe étranger que nous 
nommerons ci-apres ; tandis que la proposition (i8) que cet aiÿeur 
donne pour son principe fondamental , n’est qu'un jogeueut awaly- 
TiQDE fondé tout simplement sur ce qu’on nomme en logique prin- 
cipium identitatis et contradictionis, et que, par conséquent, celte pro- 
position (i8), si elle se trouve logiquement liée avec les cinq proposi- 
tions (ao), ne peut former que la condition négative {ponditio sine 
qua non), et nullement la condition positive même de la vérité de 
ces propositions. Mais, pour notre but, il ne nous importe point de 
nous assurer de la véritable subordination ou co-ordÿiation logique 
des propositions (i8) et (20) : nous n'avons fait cette remarque qu’en 
passant pour montrer aux géomètres combien il est dangereux pour 
eux de se mêler d'argumentations philosophiques. — Revenons donc 
à notre objet. 

Quoi qu’il en soit de cette subordination ou co-ordination logique 
des propositions (20) et (18), il est clair que ces dernières ne sont 
que des cas particuliers de notre proposition générale (17); et nom- 
mément que les propositions (20) sont des cas particuliers de cette 
proposition générale elle-même, telle qu’elle se trouve effectivement 
exposée sous la marque (17), et que la proposition (18; n’est qu'un 
cas particulier de la simple condition négative de la même proposi- 
tion générale, c’est-à-dire de la simple condition négative telle qu’elle 
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se troure exposée sous la marque (19). Ainsi, considérant la méta- 
physique que nous examinons, sous un point de vue général ou 
purement philosophique, il suffît de nous attacher à la seule propo- 
sition (17) qui, sous ce point de vue , en çst incontcstablen^iit le 
vrai principe; tout comme plus haut, en considérant celte méta- 
physique sous le point de vue particulier ou algorithmique , il nous 
a suffi de nous attacher au principe algorithmique de eette méta- 
physique, exposé sous les marques (l), (a), ( 3 ), ... (11), principe 
qui , comme nous l’avons déjà remarqué , est la détermination algé- 
brique du principe philosophique (17). 

Donc , pour reconnaître si le corollaire rapporté plus haut sous 
la marque (l 5 ), par lequel l'auteur de la métaphysique parvient à 
éviter ou du moins à atténuer la pétition de principe qui est le vice 
logique principal de cette métaphysique, pour reconnaître, disons- 
nous , si ce corollaire n’est lui-méme établi que par celte métaphy- 
sique, car, c’est là pourquoi nous sommes remontés jusqu’aux prin- 
cipes les plus généraux de cette doctrine , il suffit de comparer ce 
corollaire (i 5 ) avec le principe philosophique général (17). Or, cette 
comparaison très facile donne malheureusement pour résultat que 
le corollaire (i 5 ) dont il est question, n’est immédiatement qu’un 
cas particulier du principe philosophique général (17); en effet, ce 
corollaire (i 5 ) n’est rien autre que la première des cinq proposi- 
tions (ao). Donc, le corollaire (i 5 ) ne se trouvant établi que par la 
métaphysique même qu'il sert à sauver du vice logique principal, 
savoir, du vice d’être une pétition de principe, cette manière de 
sauver le premier vice est évidemment un vice logique nouveau et 
accessoire, nommé cercle vicieux {circulas in probando). 

Il résulte donc irréfragablement de notre examen de la métaphy- 
sique qui est l'objet de ce Mémoire, que cette métaphysique n’est 
d’abord, dans son principe fondamental, qu’une simple pétition de 
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principe qui en e«t le vice logique principal , et que, de plu», cette 
me'taphysique, voulant sauver ce premier vice, implique en outre 
un cercle logique qui en e»t un vice nouveau et accessoire. En effet, 
c'est 4|e qui résulte irréfragabicment , du moins dans la voie de la 
raison, d’abord , de l'exanieii que nous avons fait du principe algo- 
rithmique décrite métaphysique, exposé sous les marques (1), (a), 
( 3 ), . . . (ii 4 , et , ensuite, de l'examen du corollaire (i 5 ) par lequel 
cette métaphysique voudrait sauver son premier vice. — Nous pour- 
rions donc terminer ici l’examen que nous nous sommes proposé; 
mais, pour ne laisser rien à désirer, pour compléter cet examen 
sous tous les points de vue possibles, nous allons encore jeter un 
coup d'oeil critique sur le principe le plus général et purement phi- 
losophique de la doctrine dont il est question, savoir, sur la propo- 
sition (17) qui , comme nous l'avons déjà reconnu, forme ce principe 
philosophique ou le plus général. Nous devons au reste, dans ce 
nouvel examen , retrouver ce que nous avons déjà découvert par 
l’examen du principe général algorithmique de la doctrine qui nous 
occupe; c’est-à-dire que, dans l'examen du principe philosophique 
dont la détermination algébrique forme le principe algorithmique 
de cette doctrine , nous devons retrouver que la doctrine en ques- 
tion n’est principalement qu’une pÉTinon nspamcipe; et cet accord 
fournirait, s’il en était besoin , une mesure ‘nouvelle du degré de 
certitude que nous pouvons attacher à nos conclusions. 

Or, pour peu qu'on examine cette proposition (17), formant le 
principe philosophique ou le plus général de la métaphysique en 
question, on découvre bientôt que cette proposition, prise en elle- 
roérae , n’est vraie que lorsque les quantités dont il y est question , 
sont considérées comme étant du même ordre de grandeur, par 
exemple, lorsque ces quantités sont toutes hnies. En effet, si l’on 
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admet parmi ces quantités différens ordres de grandeur, par exem- 
ple, si l'on y admet des quantités finies et des quantités indéfini- 
ment petites, il ne sera nullement vrai, du moins d’une manière 
immédiate, que la relation entre les quantités non-arbitraires, résul- 
tante de l'élimination des quantités arbitraires , soit rigourecsemest 
vRAie; car, on conçoit que, dans la relation de quantités qui est 
l’objet de la proposition (17), il pourrait entrer, et cela précisément 
par le moyen des quantités arbitraires qui y sont impliquées, des 
quantités indéfiniment petites et telles que, quelle que soit la dimi- 
nution qu'on donne et que, srivAirr les connmons nu temps, on 
puisse donner à ces quantités arbitraires, on ne pourrait jauais 
atteindre à ces quantités indéfiniment petites , formant aussi des 
parties constituantes de la relation dont il s’agit. Par exemple, si, 
suivant la première des cinq propositions (ao) qui, comme nous 
. l’avons reconnu, sont des cas particuliers de la proposition géné- 
rale ^7), la différence de deux quantités’non-arbitraires se trouvait 
arbitraire et telle qu'on pût la diminuer à volonté , il ne serait nulle- 
ment vrai , du moins d’une manière immédiate , que ces deux quan- 
tités fussent rigoureusement égales; car, ces deux quantités pour- 
raient différer d'une quantité indéfiniment petite , contenue préci- 
sément dans la différence arbitraire ou du moins introduite par 
cette différence arbitraire, et telle que, quelque diminution qu’on 
donne et que, suivaktles corditions oc teus, on puisse donnera 
cette différence, on ne pourrait iamais atteindre à cette quantité 
indéfiniment petite, formant ainsi une partie constituante de la 
relation de ces quantités. — Ce que nous venons de reconnaître dans 
la proj)osition générale (17) et , pour avoir un exemple , dans la pre- 
mière des cinq propositions (20) , peut être constaté facilement dans 
tous les autres cas particuliers de la proposition générale (17), et 
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spécialement dans les quatre autres des cinq propositions (20) for- 
mant de ces cas particuliers (*). 

Il est donc incontestable que la proposition générale (17) et toutes 
les propositions particulières (20), formant les principes les plus gé- 
néraux de la métaphysique qui nous occupe, ne sont vraies, nu 
MOINS PAR Ft-LFS-Hÿ.MES OU IMMÉDIATEMENT, que lorsque les quantités 
dont il s'agit dans ces propositions , sont du même ordre de gran- 
deur. — Cependant , quels que soient les différons ordres de gran- 
deur des quantités entrant dans les propositions que nous venons de 
nommer, nous savons d’ailleurs , et cela avec une certitude apodic- 
tique, qito ces propositions sont toujours vraies. Donc, puisque, 
dans le cas de- dilférens ordres de grandeur , ces propositions ne 
reçoivent point leur vérité par elles-inémes ou immédiatement , 
ainsi que nous venons de le reconnaître, il faut bien qu’elles la re- 
çoivent de quelque principe étranger; et c’est précisément ce principe 
que nous avons déjà mentionné plus haut , en parlant de la nature 
des cinq propositions (20), où nous avons avancé que, dans le cas 
dont il est question , ces propositions sont des jugemens synthé- 


(') Quant à la propuilion (18) que l'auteur de la métaphysique prend pour le prin- 
ctpe/oRdamenlal f nous avons déjà remarqué que celte proposition, d'ailleurs pure- 
ment tautologique, n'est que la condition négative des propositions (ao), et même un 
cas particulier de la condition purement négative de la proposition générale (17): comme 
tautologique, celte proposition est certainement vraie par elle-même; mais aussi, comme 
telle, elle ne saurait conduire à aucune conséquence. C'est pourquoi nous en négligeons 
ki la considération, d'autant plus que notre auteur lui-méme ne fonde ses applications 
que sur les cinq propositions (ao) que nons embrassons ici dans la proposition gêné- 
rale(i7). Au reste, en considérant cette pro]H>silion tautologique comme un cap parti- 
culier de la condition négative de la proposition générale (17), nous embrassons même 
celte proposition tautologique dans notre proposition générale; mais cela ne sert ici 
absolument à rien. „ 


Digitized by Google 



CONTRE- REFLEXIONS. 


=9 

tiqncs fondes à priori sur un principe étranger. Or, ce principe 
étranger sur lequel se trouve fondée la vérité des propositions pai- 
ticuliéres (ao), et généralement de la proposition (17), dans le cas 
où les quantités qui entrent dans ces pro(>ositions sont de différons 
ordres de grandeur, ce principe étranger, disons-nous, est évi- 
demment LE GRAND ET ERLUIER PRINCIPE DD CaLCDL INFINITÉSIMAL , 

savoir, le principe que deux quantités qui ne diffèrent entre elles 
que d'une quantité indéfiniment plus petite, sont égale* (*). 

Ainsi, dans le cas précisément où la métaphysique que nous exa- 
minons peut prétendre à l'explication des principes du Calcul infi- 
nitésimal , c’est-à-dire , dans le cas où les quantités qui entrent dans 
les propositions (17) et (ao), formant les principes les plus généraux 
de cette métaphysique, peuvent être de différons ordres de gran- 
deur, ces propositicms ne reçoivent leur vérité que par le principe 
même du Calcul infinitésimal. Donc, comme nous l'avons déjà re- 
connu par l'examen du principe algorithmique , nous retrouvons 
ici, de la /nanière la plus générale par l’examen du principe phi- 


(*) Il s'ensuit que, puisque, dans te cas de ditfcrens ordres de grandeur, les pro- 
poiilions (ao) sont évidemment des jugemens synthétiques fondés sur un principe 
étranger, et que, dans tous les cas, la proposition (18), comme proposition purement 
tautologique, est un jugement analytique fonde tout simplement sur le principe d'iden- 
tité, il s'ensuit, disons-nous, que, dans le cas dont il est ici question, les proposi- 
tions (30) ne dérivent nullement de la proposition (iB) que notre auteur considère 
comme leur raincipa ponnsieEitTAL. Nous avons déjà indiqué pins haut ce vice de 
subordination logique, qui se trouve dans les propositions fondamentales de la mé- 
taphysique qui nous occupe; mais nous en avons différé la preuve, pareeque celte 
subordination n'était d'aucune importance pour notre but : même ici, où celte preuve 
se trouve donnée, nous n'attachons aucune importance à cette subordination logique , 
pareeque la métaphysique eu question M trouve entiéiement fondée sur les cinq pro- 
positions (30). 
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losophique , que la métaphysique dont il s'agit n'est , dans ses pre- 
miers fonderaens mêmes , rien autre qu’une simple p^moH de 

PRIIfCIPE. 


rlH DD PBEHIER MêMOlBI. 
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DU CALCUL INFINITÉSIMAL. 


JüSQu'ici noire opuscule ne présente qu'une utilité négative, en 
ce qu'il doit ni9us prémunir contre des erreurs; et cela contre des 
erreurs plus funestes qu'on ne le croirait d'abord par leur nature . . . 
Pour donner encore une utilité positive à cet opuscule, nous allons 
présenter les points principaux de la Philosophie do Calcul ihfihité- 
SIMAL. — Il est vrai que notre ouvrage sur la Philosophie des Ma- 
thématiques n'ayant pas été compris par les géomètres , comme ils 
l’avouent eux-mêmes t^Voyez le Moniteur cité plus haut ) , nous ne 
pouvons raisonnablement espérer qu'ils comprennent ce que nous 
allons dire ici sur la Philosophie du calcul infinitésimal, dont les 
premières notions ont d'ailleurs déjà été exposées dans l'ouvrage 
que nous venons de rappeler ( Voyez ï article de la déduction méta- 
physique du Calcul différentiel, pages 3a et 33 ). Mais le temps vien- 
dra sans doute où , possédant les èlémens de notre doctrine , les 
géomètres pourront approfondir nos productions; et alors, peut-être, 
nous sauront-ils quelque gré d'avoir ici développé plus amplement 
ces premières notions de la Philosophie du calcul infinitésimal. — 
Puissent ces développemens servir , en attendant , à produire au 
moins quelque réserve chez les géomètres, surtout chez une certaine 
classe de ces savans; e^ous obtiendrons plus que malheureusement 
nous ne pouvons espérer ! — Venons au fait. 


5 


PHILOSOPHIE. 


34 

Avant tout, il faut reconnaître que l’idée de l’inFiiti est un produit 
intellectuel tout-à-fait différent de celui qui constitue la conception 
d'une quantité fisiiù Ce sont deux fonctions de notre savoir tout-à- 
fait hétérogènes. I.'une , la conception d’une quantité finie , est un 
produit de rEirrEnnEMEirr , qui sert à lier intellectuellement les in- 
tuitions que nous avons des objets, ou, si l’on veut, ces objets eux- 
incines; c’est-à-dire, en parlant un langage plus philosophique, la 
conception d'une quantité finie est un produit de l'Entendement , 
qui , sous les conditions du tems qui lui sont propres, introduit 
une unité intellectuelle ou une signification dans l’être opposé au 
savoir. L'autre des deux fonctions dont il est question, l’idée de 
l’infini, est un produit de la Rsison, qui, en lui-même , se trouve 
hors des conditions du tems, et par conséquent inapplicable ou 
transcendant dans l’usage constitutif que nous faisons du savoir pour 
la connaissance de l’être , c’est-à-dire , inapplicable dans cet usage 
particulier du savoir qui constitue les lois de nos connaissances im- 
manentes , ou de nos connaissances qui peuvent être constatées par 
l’expérience dont la première condition est le tems. Mats, employé 
au moins d’une manière régulative, en le soumettant, par l’influence 
du JuGEMEKT, aux condition.s du tems qui lui sont étrangères, ce 
produit de la Raison, l’idée de l’infini, transformée ainsi en idée 
de l’iNDÉFiNi , sert à lier les conceptions mêmes que nous avons de 
la quantité; c'est-à-dire, en parlant aussi un langage plus philoso- 
phique , l'idée de l’infini où transpire I'absold , se trouvant, en 
vertu de la médiation du Jugement, transformée en idée de l’indé- 
fini , par l'application des conditions du tems, sert, au moins ré- 
gulalivcment, dans la sphère immanente de nos connaissances, et 
cela en introduisant la dernière unité ou la dernière signification, 
non dans l’objet du savoir, dans l'être, maj||l)ien dans les fonctions 
mêmes du savoir, relatives à la connaissance de la quantité. Ainsi, 
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et c'est ce qu’il faut ici bien remarquer, la conception d’une quantité 
finie porte toujours sur l'objet du savoir, sur l’être qui est opposé au 
savoir et qui constitue l’objet de la connaissance ; tandis que l’idée 
de l’infini qui, par elle-même, se trouve hors des conditions du 
tems et qui, par conséquent, ne trouve point d’application im- 
médiate à l’objet du savoir ou à l'être qui est opposé i ce dernier, 
ue peut , en la soumettant , par l’entremise du Jugement , aua con- 
ditions du tems, pour l’utiliser dans la sphère de nos connaissances 
immanentes, c'est-à-dire, en la transformant en idée de l'indéfini, 
ne peut, disons-nous, porter que sur les fonctions mêmes du savoir, 
où elle introduit la plus haute unité intellectuelle ou la plus haute 
signification dans la production même de la connaissance de la quan- 
tité. En un mot, la conception d’une quantité finie sert de loi con- 
stitutive à des relations possibles dans l’être opposé au savoir ; et 
l'idée de l'infini, transformée en idée de l'indéfini par l'application 
des conditions du tems , ne sert que de loi régulative ou de règle à 
la fonction même du savoir concernant la génération de la connais- 
sance de la quantité. 

C'est cette importante distinction transcendantale, qui est le noeud 
de la métaphysique du Calcul infinitésimal. — En effet, les quantités 
finies et les quantités indéfinies, c’est-à-dire, les quantités infinité- 
simales, appartiennent à deux classes de connaissances, tout-à-fait 
différentes et même hétérogènes : les quantités finies portent sur les 
objets de nos connaissances, et les quantités infinitésimales portent 
sur la génération même de ces connaissances ; de sorte que chacune 
de ces deux classes de connaissances doit avoir 9es lois propres, et 
c’est dans la distinction de ces lois que se trouve évidemment le 
point capital de la métaphysique des quantités infinitésimales. 

Pour mieux distinguer ces lois , nous nommons lois objectives 
les lois des quantités finies , parcequ'elles portent sur les objets de 
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nos connaissances; et lois subjectives les lois des quantités infinitési- 
males, parcequ'elles ne portent que sur la génération de nos connais- 
sances relatives j la quantité. 

Or, le premier résultat scientifique que nous obtenons de cette 
distinction transcendantale, est le pbécepte nécATiF de ne pas con- 
fondre , dans l'Algorithmie , les lois objectives des quantités finies , 
avec les lois purement subjectives des quantités infinitésimales. — 
C'est cette confusion qui est la source de l'inexactitude qu'on croit 
attachée au Calcul infinitésimal ; en effet , en confondant les lois 
subjectives des quantités infinitésimales, qui ne sont que des règles 
de notre spéculation sur la génération de la connaissance de la quan- 
tité , avec les lois objectives des quantités finies , qui sont des règles 
de la réalité même de la quantité, et c'est ainsi qu'on est naturel- 
lement porté à les confondre , on croit découvrir, dans les procédés 
du Calcul infinitésimal , une espèce de contradiction logique oh 
même d'absurdité, provenant , comme on le voit ici , de l'antinomie 
transcendantale qui se trouve entre les jproduits de la Raison et ceux 
de l'Entendement. C'est aussi là le motif qui a porté les géomètres , 
surtout ceux de nos jours, à considérer le Calcul infinitésimal, que 
d'ailleurs ils reconnaissaient donner toujours des résultats vrais , 
comme n'étant qu'un procédé indirect ou artificiel, ou du moins 
comme étant fondé sur des principes différens des principes simples 
desquels l'ont déduit les savans qui l'ont découvert. Les géomètres 
qui ont adopté la première opinion , et de leur nombre est l'auteur 
de la Théorie des Fonctions analytiques, «ont cherché, comme nous 
« l'avons déjà dit ailleurs, à substituer, au Calcul infinitésimal, un 
« procédé algorithmique direct et naturel qui , selon eux , en aurait 
« été la véritable base >. Au contraire, les géomètres qui ont adopté 
la seconde opinion , et qui , comme nous pouvons en juger actuel- 
lement , ont sans doute été doués d'un tact philosophique plus dé- 
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licat , géomètres au nombre desquels nous nous plaisons à trouver 
Jauleur des Réftéxionsswla Métaphysique du Calcul infinitésimal, se 
sont bornés à chercher des principes prétendument plus solides pour 
le calcul dont il s’agit , c'est-à-dire, comme ils l'appellent, à donner 
la métaphysique de ce calcul. Quant à nous, connaissant la source 
même de l’erreur de ces deut( partis de géomètres, et sachant d’ailleurs 
que, dans l'état actuel de leurs lumières, il leur était impossible de 
faire la distinction transcendantale entre les lois objectives des quan- 
tités 6nies et les lois purement subjectives des quantités infinitési- 
males, flous pouvions , et on en voit maintenant la raison , présumer 
la nullité de leurs recherches ; aussi , et nous l’avouons fraitchemcnt , 
avant même d'avoir lu la Théorie des Fonctions analytiques et les 
Réflexions sur la Métaphysique du Calcul infinitésimal , étions-nous 
assurés, avec une probabilité plus que suffisante, que ces produc- 
tions étaient fausses. — Mais, revenons à notre objet. 

Ayant ainsi évité la confusion des lois objectives des quantités 
finies , avec les lois purement subjectives des quantités infinitési- 
males, comme le prescrit le précepte négatif qui est le premier ré- 
sultat de la distinction transcendantale de ces lois, il faut, pour 
achever la Métaphysique du Calcul infinitésimal, déduire le principe 
des lois subjectives qui sont l'objet de ce calcul ; et c’est là évidem- 
ment le PBÉCEPTE POSITIF , résultant de la distinction transcendantale 
dont il est question. 

Or , ce principe des lois subjectives faisant l’objet du Calcul infini- 
tésimal, n'est rien autre que le grand principe même du Calcul infi- 
nitésimal , savoir, . . . (ai) 

Deux quantités qui ne niFFÈBEST entef elles que o’uhe quantité 

INDÉFINIUENT fLUS PETITE , SONT RICOUKFUSEMENT ÉGALES. 

C’est ce principe qui a tant offusqué les géomètres : ces savans , au 
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Ii«u de n'y voir qu'une règle subjective pour la génération de la con- 
naissance de la quantité, y ont vu constamment une règle ou une loi 
objective de la relation même des quantités ; et, alors, il n'est point 
surprenant qu'ils aient méconnu toute la vérité de ce principe. En 
oonfondaiit la quantité indéfinie dont la nature est d'un ordre tout- 
à'fait différent, avec les quantités finies du moins dans leur rapport, 
quantités dont il est question dans ce principe , on méconnaissait 
évidemment jusqu'à la nature des choses, si on peut le dire ainsi; et 
il fallait bien qu'on méconnût, en même tems, la vérité qui se trouve 
dans ces choses. Cependant, malgré cette erreur, peut-ètré^n peu 
grossière ,*Ia certitude apodictique attachée au principe dont il s'agit, 
a forcé les géomètres , tous indistinctement, à payer le tribut qui 
est dû à la vérité; car, tous les géomètres indistinctement, et il est 
impossible autrement, ont supposé ce grand principe, explicitement 
ou du moins implicitement , dans leurs argumentations concernant 
le Calcul infinitésimal. — Voici, au reste, la déduction métaphy- 
sique rigoureuse de ce grand principe. 

Puisque, comme nous l’avons reconnu plus haut, les lois des 
quantités infinitésimales sont purement subjectives, c'est-à-dire 
que ce ne sont que des règles pour la génération de la connais- 
sance de la quantité , et non des lois objectives de la relation 
même des quantités , il est vrai immédiatement , et cela non 
seulement d’une manière intuitive, par un jugement synthé- 
tique à priori, comme dans les autres principes des Mathéma- 
tiques, mais même de plus d'une manière discursive, par le 
seul principe logique de contradiction , il est vrai , disons- 
nous , que deux quantités A B qui ne diffèrent entre elles 
que d’une quantité iHDèFixiMKnT plus petite C, sont rigoureu- 
sement égales. Car, l'idée de la quantité infinitésimale C, n'é- 
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tant qu'une règle pour la génération d»la connaissance def 
quantités de l'ordre de celles qui se trouvent ici en relation , 
savoir, de l'ordre des quantités ^ et 5, et non déjà une con- 
naissance acquise ou engendrée de quelque quantité, parceqiie, 
comme nous l'avons reconnu , la quantité indéfiniment plus 
petite C n'a, ni elle-même, ni ses parties quelconques, aucune 
réalité objective dans la sphère de graudeur où se trouvent les 
quantités A li , il est clair que la relation des quantités A et 
B dont il est question, considérée dans sa réalité objective, n'est 
nullement changée par l’influence purement subjective de la 
quantité infinitésimale C. Donc , etc. etc. 

Cette déduction qui est d’une rigueur absolue , non seulement dé- 
montre la vérité du grand principe du Calcul infininilésimal, mais, 
de plus, elle a l'avantage de découvrir la nature des raisonnemens 
dont on se sert dans ce calcul. On voit en effet, par cette déduc- 
tion , que les argumentations di| Calcul infinitésimal portent essen- 
tiellement sur les règles que suit notre savoir dans la génération de 
la connaissance de la quantité, et non , comme on l’a cru jusqu'à ce 
jour, sur la relation même des quantités, ainsi que cela arrive dans 
le» autres branches des Mathématiques. 

Orfle grand principe (ai) du Calcul infinitésimal étant reconnu 
comme vrai, il n’existe plus aucune difficulté pour déduire tous les 
autres principes de ce calcul, qui tous, comme on le sait, sont étroi- ’ 
tement liés avec ce premier principe. Nous nous contenterons donc 
ici d’eii tirer, pour le Calcul différentiel qui forme une des branches 
du Calcul infinitésimal, ainsi que nous le verrous ci-.iprès , la con- 
clusion immédiate suivante : . . .(aa) 

Toutes les équatiobs différentielles , en général, ne sont point 
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. He simples équstions approximatives ou des équations impar- 
faites , mais bien des équations ricouredsehent vraits. 

C’est là, au grand étonnement sans doute des géomètres, que se 
trouve le principe absolu de la vérité des résultats que donne le 
Calcul différentiel , direct et inverse. Pour s’en rendre raison immé- 
diatement, il suffit , en se rappelant ce que nous venons de dire sur 
la nature des argumentations du Calcul infinité.simal en général, de 
reconnaître que les équations différentielles ne sont point , comme 
on l’a cru jusqu’à ce moment, des lois objectives de la relation même 
des quantités , mais seulement des lois subjectives ou des règles pour 
la génération de la connaissance des quantités ; et , comme telles, les 
équations différentielles sont effectivement, par elles-mêmes, rigou- 
reusement vraies. 

En terminant cet aperçu de la Métaphysique du Calcul infinitésimal, 
nous croyons pouvoir manifester l’espérance que ceux des géomètres 
qui approfondiront cette métaphysique, reconnaîtront , sans doute 
avec peine, avoir inconséqueramerit repoussé l’infini. Ils compren- 
dront que l’idée de l’iHFmi , prise en elle-même , est , à la vérité , 
transcendante ou inapplicable immédiatement dans la sphère imma- 
nente de nos connaissances ; mais que cette idée, se trouvant sou- 
mise aux conditions du tems , ce qui est possible par une fccqlté 
intellectuelle médiatrice, et se trouvant ainsi transformée dans l’idée 
de l’iRnÉrrai, devient un des plus exacts et des plus puissans instru- 
mens de la science (*). Et en effet, cette idée régulative de l’indéfini 


(•) M. Lacroii, dans la seconde édition de son Traité du Calcul différentiel et du 
Cacul intégral f dit [Préface, note de la page xix ) que ■ le mot indéfini qu'on a son- 
<* Trnt substitue lu mot infini, n'est qu'une faute d'expression , car Yindéfini peut avoir 
« des limites ». — Nous pensons qu'en approfondissant ce que, dans ce Mémoire, nous 
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nous donne , au delà pour ainsi dire de toute attente , les règles pour 
la génération de la connaissance même de la quantité; ce qui , sans 
contredit, est l'emploi le plus sublime des fonctions de notre savoir. 
Aussi les géomètres savent-ils quelle est l'incomparable importance 
du Calcul infinitésimal, et surtout du Calcul différentiel , relative- 
ment à toi^les^ autres procédés des Mathématiques. Nous pensons 
que cette répugnance si fortein^nt établie pour l'idée de l'infini, sera 
vaincue d'autant plus facilement, que, de cette manière, les géo- 
mètres se tireront de la contradiction manifesta où, à leur honte, 
ils SC trouvent plongés , en repoussant, d'une part, l'idée de l'infini, 
et eu cultivant, de l’autre part, des quantités irrationnelles , trans- 
cendantes, des séries et raille autres fonctions qui, sans l'idée de 
l'infini , ne signifient rien , absolument rien. Nous avons déjà indi- 
qué ailleurs (yié/üto/ion de la Théorie des fonctions analytiques , à la 
fin du premier Mémoire) l'origine de cette inconséquence logique 
de la part des géomètres, de vouloir éviter l'idée de l'infini , ce plus 
sublime instrument de leurs hautes occupations : nous y avons vu 
que cette inconséquence n'est que le résultat d'une imitation servile 
des géomètres anciens , où ti^ut le tort tombe sur les géomètres mo- 


Tenons de dire sorla génération transcendantale de Tidéede rinoilriin au moyen de l'idée 
de rivrini, H. Lacroix comprendra qu'il Canl beancoop plus qu'il ne l'aToil crn« pour 
hasarder une opinion dans de pareilles questions. Cependant , pour rendre utile cette 
erreur de M. Lacroix, nous devons, suivant notre maxime, indiquer jusqu'à la source 
de cette erreur : elle consiste tout simplement en ce que M. Lacroix a coofoodu le mot 
laoérini avec le mot ivniTeaniiiâ. £n effet, rixoiTxaMiiiSTto!i d'un objet , qui porte 
purement sur la sp^ification de ce dernier, n'exclut que dans 1a conception de l'objet, 
et non dans cet objet lui-méme, les liuites ou TaauES de sa dctecminaiion ; de sorte 
qu’on peut dire que Vindèterminé peut auoir des timites, c'est-à-dire qu'une chose indé- 
terminée peut être déterminée, pareeque le caxia peut avoir des xsràcss; et c'est ÿ ce 
que M. Lacroix a voulu dire , en coufondant le mot indéfini avec le mot indéterminé. 
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dernes. Sans doute, après ce que nous venons de dire sur la Métaphy* 
sique du Calcul iiiBnitésimal, les géomètres pourront mieux com- 
prendre le vrai sens du passage que nous venons de rappeler ; et , 
pour cela , nous allons le transcrire ici tout entier. 

« C’est ici l’à- propos .... de faire remarquer l’inconvenance de 
« cette imitation servile des géomètres anciens ^ d’év^r l’idée de 
« l'infini et de ce qui en dépend ; imitation qui paraît une loi de 
H plusieurs géomètres modernes. — Les anciens, qui ne connaissaient 
« pas même la iiat^e des nombres dits irrationnels , qu’ils croyaient 
« être des nombres imparfaits , et qui , par conséquent , n’avaient 
« nulle idée d'une géhésatio» iHDiFiMiE des nombres , étaient assez 
« conséquens en excluant , de leurs recherches mathématiques , 
« l'idée de l’infini et de tout ce qui paraissait impliquer cette idée ; 
« mais, depuis que I..eibnilz a fait l’incomparable découverte de cette 
« génération innériHiE (*), et qu’il a démontré ainsi la possibilité de 
41 concevoir l’infini dans toutes ses déterminations idéalqs, et cela 
« par le moyen de lois pnk'ises et rigoureusement logiques, le soin 
« d’éviter l’idée de l'infini dans des recberches mathématiques, prouve 
K incontestablement, outre une routii\p aveugle, une véritable igno- 
« rance de la signification de cette idée. Et nous ne craignons ]>as 
« d’avouer que nous croyons anticiper sur le jugement de la postérité 
« en déclarant que, quelque grands que puissent être d’ailleurs les 
a travaux de certains géomètres, le soin qu’ils mettent à imiter les 
« anciens dans l’exclusion de l idéede l'infini, prouve, d’une manière 
« irréfragable, qu'ils ne sont pas à la hauteur è laquelle K-i science est 
«I portée depuis Leibnitz ; puisqu'ils évitent cette région élevée où se 
<1 trouve le principe de la génération des quantités , et par consé- 


C'est Descaries qui le premsec a introduit le osot ùidrjbti {Me/niaun). Mais c'csi , 
sans contredit, Leibnitz qui le premier en a saisi le micna la vraie signification. 
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<t quent, la véritable source des lois mathématiqués, pour venir ram- 
0 per dans la région des sens, la seule connue des géomètres anciens, 
« où l’on ne trouve que le grossier mécanisme des calculs. » 


Après avoir exposé sa doctrine , l’auteur des Réflexions sur la 
Métaphysique du Calcul infinitésimal examine la valeur que, suivant 
cette doctrine , ont les diverses méthodes infinitésimales. Pour com- 
pléter nos Contre- Révélions , ou plutôt pour compléter l’aperçu que 
nous venons de présenter sur la vraie Métaphysique du Calcul infini- 
tésimal , nous allons pareillement jeter un coup d’ceil philosophique 
sur ces méthodes , et nommément nous allons déduire , de principes 
à priori , la classification des différentes méthodes infinitésimales ; 
classification qui nous mettra à même d’apprécier la vraie valeur de 
ces différentes méthodes. — Mais, nous le feronaavec la plus grande 
rapidité|^uleroent pour laisser entrevoir ce qu'en vériMble philo- 
sophie, on doit penser de ces diverses méthodes infinitésimales; car, 
devant publier l’Histoire philosophique des Mathématiques , ainsi 
que nous l'avons déjà annoncé ailleurs, nous aurons une meilleure 
occasion de traiter plus en détail le même ol^et. C’est pour la même 
raison que nons nous bornerons ici à présenter les résultats de nos 
recherches, en nous dispensant en attendant d’alléguer, dans tous 
les détails, leur déduction philosophique. — Voici ces résultats. 

L’infini, non seulement est un instrument exact des recherches 
mathématiques, mais encore il est l’élément le plus important des 
> , vérités mathématiques elles-mêmes. Nous dirons plus : ce n’est que 

PA* l’infini qd’est possible la science des MATnéMATiQUES. En effet, 
sans l’infini , nous n'aurions, en Géométrie, que des lignes droites, 
et, en .àlgorithmie, que la simple sommation (addition et soustrac- 
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tioD ) ; et l’on voit Bien si , avec. ces élémrns grossiers, on aurait pu 
construire une science. Nous avons déjà montré, dans notre Philo- 
sophie des Mathématiques ( Voyez le Tableau architectonique et les 
pages iGaet i8i de cet ouvrage^, tpxele fondement de la science du géo- 
mètre , jusque dans sa possibilité, est la cosTunniï de la génération 
des quantités ; et il ne faut pas beaucoup d’efforts pour comprendre 
qu'à son tour, cette continuité de génération n’est possible que par 
l’idée de l'in&ni. 

Ainsi, loin d’exclure l'idée sublime de l’infini, toutes les recherches 
mathématiques tendent directement ou indirectement, d’une ma- 
nière explicite ou implicite , vers ce dernier but de la science. — 
Elevés jusqu’à ce nouveau point de vue , qui est sans doute bien op- 
posé à la tendance générale des géomètres de nos jours , ces savans 
n’auront ^as de pçine à comprendre que toutes les méthodes ma- 
thématiques doivent, d'une manière quelconque , contenir l'idée 3e 
l'infini. Et , alors , ils comprendront aussi qu’on peut donner à priori 
une classi%:ation de ces méthodes ; et ils reconnaîtront , gp même 
tems , quel est le degré de certitude de la classification que nous 
allons leur présenter, du moins pour celles de ces méthodes qui 
contiennent EXPLICITEMENT l’infini , et dont l’ensemble, formant le 
Calcul infinitésimal, peut seul nous intéresser ici ('). — "Voici cette 
classification. 

Les méthodes mathématiques qui contiennent explicitement l'idée 


(* ) Nous pouvons bous dispenser, pour le bot de cet opnsctile , de joindre ici la clas- 
sification de celles des méthodes mathématiques qui ne contiennent l'in&ni qu'iMPU- 
UTEMEKT. Nous donnerons la classiftcalion complète des méihodes mathématiques dans 
niistoire philosophique des Mathématiques, où cette classification nous servira précisé- 
ment pour apprécier le degré d’importance des découvertes qu’on a faites dans ces 
sciences. 




Digitized 



PHILOSOPHIE. 


* 


45 

de l’infini, c'est-à-dire, les méthodes infinitésimales , sont celles qui 
remontent idsqc’aux PBEMitinsii-ÉMEMs de la génération des quantités; 
et c'est précisément ce qui distingue cette classe de méthodes mathé- 
matiques, de toutes les autres qui ne contiennent l'infini qu’impli- 
citement et qui , comme nous venons de le remarquer et comme cela 
est manifeste , se^ trouvent étrangères au but de cet opuscule. — Or, 
nous avons deux facultés intellectuelles distinctes qui peuvent nous 
conduire, plus ou moins exactement , jusqu'à ces premiers élémens 
de la génération des quantités : ce sont le Jugement et la Raison. 

Le Jugement, comme faculté de transition de l'Entendement à la 
Raison , peut, par une espèce d'anticipation sur* cette dernière, dé- 
couvrir, plus ou moins rigoureusement, les déterminations de l'in- 
fini dans les élémens de la génération des quantités. La Raison, comme 
faculté de l'infini , crée elle-même ces déterminations indéfinies dans 
les élémens de la génération des quantités. — Ainsi , en nous ser- 
vant ici de la faculté du Jugement, les méthodes fondées sur cette 
faculté, ne peuvent que pnÉsuMEa les premiers élémens de la géné- 
ration dont il est question ; tandis qu’en nous servant de la faculté 
de la Raison, les méthodes fondées sur cette dernière faculté, repro- 
DciSENT ou uétermiseiit elles-mêmes ces élémens. C'est pour cela que 
nous nommerons les premières , méthodes présomptives ; et les der- 
nières, méthodes déterminatives. — Telle est donc la première divi- 
sion à priori des méthodes mathématiques qui contiennent, explici- 
tement l'idée de l'infini. — Procédons à leur subdivision. 

A) ns les méthodes présomptives, qui sont fondées sur la faculté 
du Jugement , il paraît d'abord, en na s'attachant qu'à la diversité 
des fonctions de cette faculté , qu’on pourrait procéder par deux 
voies différentes; car, les fonctions en quelque sorte rationnelles du* 
Jugement, celles qui portent sur ta transition entre la Raison et 
rEuleudement, sout de deux espèces : l'induction et l'analogie. Ces 
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inéiliodes pnrâompliyes présenteraient donc, sous ce premier point 
de vue, deux espèces particulières ; les unes, fondées sur l'induc- 
tion, que, pour cela, nous nommerons méthodes inductionnelles ; 
les autres , fondées sur l'analogie , que , pour cette raison*, nous 
nommerons , du moins problématiquement , méthodes analogiques. 
Mais , un peu de réflexion suffit pour reconnaître que les dernières 
de. ces méthodes, les méthodes analogiques, ne sauraient exister. 
En effet, la fonction intellectuelle , tiommée analogie, sur laquelle 
se trouveraient fondées ces méthodes, porte essentielleràent sur la 
spécification et non sur la généralisation de nos connaissances , 
c’est-à-dire que cett'e fonction sert proprement à descendre de la 
Haison à l’Entendement et non à remonter de cette dernière faculté 

* 

à la première; de sorte que, par le inojen de cette fonction intel- 
lectuelle , on ne saurait nullement remonter aux premiers éléraens 
de la génération des quantités , ce qui est l'objet général des méthodes 
infinitésimales. Il ne reste donc de possibles, parmi les méthodes 
présomptives, que les seules méthodes inductionnelles. — Poursui- 
vons cette détermination. 

Les méthodes*indiictionnelles peuvent être employées i.° dans la 
Géométrie, en portant sur l'idée de l'indéfini , appliquée à I'upsce, 
et a.° dans l'Algorithmie , en portant sur l'idée de l'indéfini , appli- 
quée au TBHS qui est le principe des hovbbxs. — Il s'ensuit que ces 
méthode, considérées par rapporté leur but, forment deux branches 
distinctes : la méthode inductionnelle géométrique et la méthode in- 
ductionnelle algorithmique. ^ 

Or , la méthode des anciens , connue sous le nom de méthode 
d’exhaustion, dont il parait que nous devons la découverte à Archi- 
mède, n’est évidemment autre chose que la méthode inductionnelle 
géométrique que nous venons dt déduire de principes à priori. — 
Nous supposons que le lecteur connaît la nature de cette méthode; 
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et , suivant les principes dont noos l'avons déduite , nous nous bor- 
nerons à en apprécier la vraie valeur scientifique, ce qui est ici notre 
unique but 

Vu la nature de la faculté intellectuelle qui agit dans cette'méthode, 
savoir, le Jugement, il est évident que la méthode d'cahaustion ne 
peut conduire k des résultats rigoureux: elle ne peut, par elle-même, 
conduire qu'à des vérités présomptives, d'une probabilité de phis 
en plus grande ; mais elle ne saurait, par elle-même, atteindre à la 
certitude. Ce caractère de la méthode d'exhaustion, joint à sa des- 
tination , suffît pour apprécier, à sa juste valeur, d'une part, la vraie 
nature de cette méthode , et , de l’autre part , ce qu'en pense no(re 
auteur des Réflexions qui , après un rapprochement singulier, fondé 
uniquement sur la similitude ou plutôt l'identité de l'infini , prétend 
que «la méthode d’exhaustion a essentiellement le même but, et suit 
« dans sa marche les mêmes principes que l'analysé infinitésimale 
« ( c'est-à-dm , le calcul différentiel ) ». — Nous ne dirons plus rien 
sur la vraie nature de la méthode d'exhaustion ; mais nous devons 
remarquer que celte nature ne répond nuHement à l'opinion que 
nous venons de transcrire, car, suivant la déduction précédente de 
la méthode d'exhaustion , ni le but, ni les Moress ( la m.irche ) de 
cette méthode , n’ont rien de commun avec le calcul différentiel. 
En effet, le but du calcul différentiel, considéré comme méthode, 
consiste à remonter aux élémens indéfinis des nombscs ou du ms , 
et le but de la méthode d'exhanslion , considérée de même parement 
comme méthode, consiste à remonter aux élémens indéfinis dt FriBB- 
DüE ou de I’espace; de plus, les moyens du calcul différentiel consistent 
dans des procédés arcouaeux de la Raison, ainsi que nous le verrons 
ci-après, et ceux de la méthode d'exhaustion consistent dans des pro- 
cédés purement i.vnvcTioRiiets du Jugement. 

Nous ne sommes pas surpris de ce que l’auteur des Réflexions con- 
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fond le but du calcul difTérontipI avec celui de la méthode d'exhaus- 
tiou : il ne fait là que part.iger une erreur generale ; car, bien avant 
lui , les géomètres se sont imaginé que la méthode d'exhaustion pré* 
sentait leS premiers essais du calcul différentiel t^Foyez, entre autres , 
r Exposition élémentaire du Calcul supérieur, par C Huilier; exposition 
qui, ce nous semble , a été couronnée par t yicadémie de Berlin) : cette 
erreur vient surtout de ce que les géomètres confondeut les appli- 
cations céoMKTniQUES du calcul différentiel , par lesquelles souvent 
ils cherchent à se le rendre plus intelligible, avec la nature même 
de ce calcul , qui est purement algorithmiqoe. Mais nous sommes 
r^llcment surpris de ce que l’auteur des Réflexions confond aussi les 
moyens ( la marche , comme il l'appelle) du calcul différentiel, avec 
ceux de la méthode d’exhaustion ; car, lui-mé.me, il reconnaît qu’après 
être arrivés à quelques résultats par celte méthode , les anciens sen- 
taient le besoin de démontrer ces résultats par un procédé étranger , 
et nommément par le procédé apogogique de la rédiictiAà l'absurde. 
Ce besoin qui n'accompagne nullement les résultats que donne le 
calcul différentiel, prouve, avec clarté, que les moyens de ce calcul 
ne sont pas les mêmes que ceux de la méthode d'exhaustion : les uns, 
comme nous l’avons déjà dit, sont rigoureux; et les autres, pure- 
ment inductionnels. Et, en effet, depuis les trois livres d'Archimède, 
iri(i xvka*» et vqt où paraît avoir été fait le 

premier usage important de la méthode d’exhaustion, jusqu'au sup- 
plément de Kepler dans sa Stereometria doUorum (Lincii i6i5), 
où parsit avoir été fait le dernier usage nécessaire de la même mé- 
thode , nulle part les résultats de la méthode d’exhaustion ne pré- 
sentent le caractère de vérité rigoureuse, qui est celui des résultats 
du calcul différentiel. 

Avant de quitter l'examen de cette méthode, nous devons encore 
dire un mot concernant la comparaison que notre auteur des Ré- 


Dipitized bv Coogic 


PHILOSOPHIE. 


^9 

flexions croit pouvoir établir cutre sa métaphysique et la méthode 
d'exhaustion, ou, plus généralement, entre cette prétendue méta- 
physique et toutes les méthodes infinitésimales ; car, c'est toujours 
de la même manière qu'il établit cette comparaison, de sorte que , 
TU cette identité , on dirait que toutes ces méthodes ne différent 
absolument en rien, du moins quant au fond. — Or, rétablissement 
de cette comparaison de notre auteur, consiste généralement à mon- 
trer que, dans toutes les méthodes infinitésimales , on cherche un 
système de relation des quantités (que cet auteur nomme système 
auxiliaire) , tel que, par son moyen, on puisse s'approcher conti- 
nuellement du système proposé de relation des quantités , qu’on 
désiré connaître. Mais ce n'est là, pour ainsi dire, que la commu- 
nauté dans laquelle se trouvent toutes les méthodes infinitésimales, 
d'avoir une et même règle que leur prescriT l'idée de l'mnèFisi qui 
régit CCS méthodes ; en effet , toutes ces méthodes ayant pour but 
commun de remonter jusqu'aux premiers élémens de la génération 
des quantités, ne peuvent évidemmeni, suivant la nature de l'indé- 
fini , arriver à ce but qu'en s'approchant continuellement des élé- 
mens qu'elles doivent atteindre. Cette comparaison de notre auteur 
des Réflexions revient donc à dire que les méthodes infinitésimales 
sont des méthoAs infinitésimales; et, ]K>ur cela, nous pourrons 
nous dispenser d'y faire attention dans la suite. Nous ajouterons ici 
• qu’une comparaison établie entre les méthodes infinitésimales elles- 
mêmes, ou entre ces méthodes et une doctrine quelconque, si cela 
était possible , devrait consister dans un rapprochement , non des 
élemens homogènes, mais bien des élémens hétérogènes de ces mé- 
thodes ; et c’est là , comme il nous semble, ce que fera la déduction 
de ces diverses méthodes que nous présentons ici à priori , et à la- , 
quelle nous allons revenir. 

Après la méthode iuducliouuelle géométrique, qui est la méthode 
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d'exhauAtion des anciens , vient la méthode indactionnelle algorith- 
mique , suivant la dénomination que nous avons adoptée plus haut. 

— Or, vu les principes dont nous avons déduit cette méthode, elle 
ne saurait être autre chose que la MÉTHone d'sppboximatioh algo- 
rithmique, proprement dite. Pour s’en convaincre, il suffit, d'iine 
part, de reconnaître le vrai caractère de l’approximation algorith- 
mique, et, de l'autre part, d’y retrouver le caractère inductionnel, 
tel qu’il se trouve dans la méthode d'exhaustion des anciens. 

D’abord , pour ce qui concerne la vraie nature de l’approximation 
algorithmique, elle consiste évidemmenéen ce que les accroisseraens 
successifs des différens termes qu’on calcule pour s’approcher con- 
tinuellement ou indéfiniment de la quantité qu’on désire connaître, 

NE SONT LIÉS PAR AUCUNE LOI. Lcs géomètres ont, jusqu’à ce jour, 
méconnu ce caractère de l'approximation algorithmique ; et ils l’ont 
mèn^ confondu avec celui des procédés techniques qui, par un algo- 
rithme indéfini mais contenu dans une seule loi, servent à l’évaluation 
des quantités algorithmiques: En effet, généralement tous les géo- 
mètres de nos jours regardent , comme une simple approximation , 
l’emploi des séries et autres FoacrioNs techniques i^Foyei la Philoso- 
phie des Mathématiques') pour l’évaluation des fonctions théoriques , 
données immédiatement ou médiatement par des éijftiations. C’est une 
erreur très grave : les séries et toutes les autres fonctions techniques, 
sont des fonctions qui , par la loi unique qu’elles constituent, em- • 
brassent, dans sa totalité, la génération complète d’une quantité algo- 
rithmique ; et, en cela, elles diffèrent essentiellement de la simple 
approximation qui, ne pouvant lier, par aucune loi, les accroissemens 
successifs des différens termes auxquels elle conduit , ne saurait em- 
brasser l'ensemble de la génération d’une quantité algorithmique. Ce 
caractère des fouclions techniques est de la plus haute importance pour 
l'Algorithmie ; il sert à lier les deux fonctions algorithmiques primi- 
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lives et essentiellement hétérogènes, la sommation et la graduation , 
en nous donnant le moyen rigoureux pour la transition de l'un de ces 
algorithmes à l'autre, ainsi que nous l'avons montré dans la Philoso* 
pbie des Mathématiques; transition qui est le grand moyen que nous 
avons pour transformer, d'une manière rigoureuse, en fonctions sim- 
ples de sommation, en séries, etc., des fonctions très compliquées, 
fondées sur la graduation. Déjà Leibnitz, ce véritable fondateur des 
séries, a reconnu, noii le beau caractère philosophique des fonctions 
techniques , que nous venons de rappeler, mais au moins la rigueur 
absolue qui se trouve dans la génération algorithmique que présentent 
ces fonctions et spécialement les séries : il dit expressément (/^ojrez 
Act. Erud. Libs. i68a Febr.) que, quoique nous ne puissions pas 
embrasser séparésiebt l'ensemble des termes constituant une série, 
nous embrassons nécessairement l’ensemble de ces termes par la 
loi qui les régit tous ; loi qui est la vraie et unique signibcation des 
séries. Il n'en est pas de même de la simple méthode d'approxima- 
tion : celle-ci se borne à nous conduire à des termes distincts ou sé- 
parés, de plus en pèus approchant de la quantité qu’elle sert à nous 
faire connaître; mais, les accroissemens successifs de tous ces termes 
séparés n’étant liés par aucune loi , cette méthode ne saurait, par 
elle-même, embrasser l’ensemble de la génération de ces quantités. 
C’est là, nous le répétons, le caractère distinctif de la méthode d’ap- 
proximation , du moins en la considérant relativement aux méthodes 
ou fonctions techniques; Car, il faut encore distinguer la méthode 
d’approximation , proprement dite, dont il est question, des simples 
MÉTHODES DE TÀTOHHEMBBT , telles que soDt , par exemple , la méthode 
arithmétique pour extraire les racines des nombres , et la méthode 
algébrique de Lagrange pour trouver les racines des équations par 
des fractions continues. Dans ces méthodes de titoiiuement , il*faut 
essayer des quantités prises arbitrairement , pour reconnaître celles 
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qui conviennent à la solution ; tandis que dans la nie'thode d’approxi- 
mation, telle que nous l'entendons ici, il s'agit, comme dans la 
méthude géométrique d'exbaustion , de calculer directement une 
quantité en remontant, de plus en plus, aux premiers élémens de 
la génération de cette quantité. Aussi , est-ce proprement ce dernier 
caractère de la méthode d'approximation , qui la constitue mèthodk 

INFUflTKSIUALK. 

En second lieu, 'pour ce qui concerne le caractère inductionnel 
que , suivant l'observation que nous avons faite plus baut , nous de- 
vons encore retrouver dans la méthode d'approximation dont il est 
question , tel que nous l'avons trouvé dans la méthode géométrique 
d'exbaustion, cela ne présente aucune difficulté. En effet, soient. 
Ai, By, etc. autant de limites différentes d’une 
quantité inconnue X, calculées par la méthode d’approximation; s'il 
existe une quantité A/ qui se trouve dans la même relation avec les 
limites respectives A,, By, A„ B,\ Aj, By, etc. , on aura évidem- 
ment , PAR moüCTiojr , X — M; et c'est là précisément aussi le ca- 
ractère inductionnel de la méthode d'exhaustionades anciens. 

11 ne nous reste qu’à faire connaître en réalité quelle est la mé- 
thode d'approximation dont nous venons de déterminer à priori les 
caractères, et qui , suivant ces caractères, forme , en Algorithmie , 
le pendant de la méthode géométrique d’exhaustion. — Jusqu'à ce 
moment, les géomètres ne sont parvenus à découvrir qu’un simple 
fragment de celte méthode: c’est la méthode d'approximation qu’Euler 
a donnée {Imtitutiones Calculi integralis, vol. l,sect. i, cap. vu) pour 
obtenir la valeur approchée des intégrales des fonctions , entre cer- 
taines limites de la variable. Mais, pour compléter, autant qu’il est en 
nous, l'utilité de notre opuscule, nous y joindrons, dans une note 
placée à la fin , l'exposition générale de la méthode d'approximation 
dont il est question et dont celle, d’Euler n'est qu'un cas très par- 
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ticulier ; méthode que, pour éviter la signification trop vague du 
mot approximation , on pourrait nommer méthode algorithmique 
d’exhaustion, par opposition à la méthode géométrique d’exhaustion 
d’Archimède, laquelle, comme nous l’avons déjà remarqué , en est 
le pendant. 

Venons maintenant aux méthodes infinitésimales déterminatives. 
— Nous avons déjà vu plus haut , par la déduction archittptonique 
de CCS méthodes, qu'elles sont fondées immédiatement sur l’emploi 
de la Raison elle-même. Il s’ensuit que les résultats auxquels condui- 
sent les méthodes déterminatives dont il s’agit, sont d'une rigou* 
reuse exactitude. — C’est là le caractère distinctif de ces méthodes; 
et il ne nous reste, pour les connaître complètement, qu’à fixer à 
priori les différentes voies par lesquelles la Raison peut remonter 
aux premiers élémens de la génération des quantités, car, ces diffé- 
rentes voies sont évidemment ce qui constitue la spécification des 
méthodes dont nous parlons. * 

Or, comme il ne s’agit ici que de la seule fonction de la Raison 
qui produit l'idée de l’indéfini, il est d'abord clair que les differentes 
voies dont il est question , ne sauraient être fondées sur la différence 
des fonctions de cette faculté supérieure. De plus, il s’ensuit que la 
première spécification de ces voies de la Raison, si elle est possible, 
doit être fondée sur la différence de l’emploi pub de la Raison, dans 
la production de l'idée de l'indéfini, et sur l’emploi de celte faculté 
Béu.xiE à l’Entendement : de là résulterait une division des méthodes 
infinitésimales déterminatives dont il s'agit, en méthodes directes et 
en méthodes indirectes. Cette division a lieu réellement, pareeque le 
double emploi de la Raison, sur lequel se trouve fondée cette divi- 
sion, a lieu effectivement. 

Les méthodes directes qui portent sur l’emploi pur de la Raison 
dans la production de l'idée de l’indéfini , se subdivisent naturelle- 
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ment en celles qui remontent aux élémens indéfinis de i'espxcz ou 
de l'étendue, et en celles qui remontent aux élémens indéfinis du 
TExs ou des nombres : les premières forment la méthode connue 
sous le nom de Méthode des indivisibles, et les dernières constituent 
le Calcul différentiel. 

Ce que nous avons reconnu plus haut sur le caractère des mé- 
thodes qye nous examinons, savoir, qu'elles conduisent à des résul- 
tats rigoureusement exacts , comme aussi nous l’avons déduit dans 
la première partie de cette Philosophie du Calcul infinitésimal, nous 
suffit complètement pour apprécier la nature des deux méthodes 
infinitésimales que nous venons de nommer, la méthode des indivi- 
sibles et le calcul différentiel : en effet, par ces moyens, non seule- 
ment nous-savons que ces méthodes sont rigoureuses, mais de plus 
nous connaissoas jusqu'à l'artifice intellectuel sublime par lequel 
s'établit cette singulière exactitude rigoureuse qui est le caractère de 
ces méthodes. Nous pouvons Honc nous dispenser ici d'entrer dans 
de nouveaux développemens sur la nature de ces deux méthodes 
infinitésimales directes; et il nous suffira, pour faire approfondir 
cette nature , de renvoyer le lecteur aux principes do cette Philoso- 
phie du Calcul infinitésimal, exposés plus haut. — Mais nous devons 
ici dire quelques mots sur la diHérence essentielle de la méthode 
des indivisibles et du calcul différentiel; différence qui , jusqu’à ce 
jour, a été complètement méconnue des géomètres. 

Confondant las applications gîoiiétbiques du calcul différentiel 
avec la nature même de ce calcul , qui est purement ALooaiTBsiiQOB, 
comme à l'occasion de la méthode d’exbaustion des anciens, les géo- 
mètres ont cru, encore ici, que la méthode des indivisibles et le calcul 
différentiel étaient identiques; et c'est, en effet, en se fondant sur 
cette prétendue identité, qu'ils se sont imaginé que la vraie décou- 


■Digitized by Google 


PHILOSOPHIE. 55 

verte du calcul différentiel remontait à la découverte de diverses 
méthodes particulières des indivisibles. C’est une erreur : la méthode 
des indivisibles et le calcul différentiel n’ont de contmun que l’idée 
de l’indéfini , qui en est le fondement ; mais ces deux méthodes dif- 
fèrent essentiellement dans leur nature propre de méthodes: l’une 
porte sur l'indéfini de l'espace ou de l’étendue, et l’autre sur l'indé- 
fini du teins ou des nombres; ce qui certainement est tout autre 
chose, et exige des procédés essentiellement différens. Pour s’en 
convaincre, il suffit de considérer in abstracto, comme on le doit, 
d’une part, la génération purement algorithmique des fonctions dif- 
férentielles, et de l’autre part, la génération purement géométrique 
des élcmens dits indivisibles. 

A propos des auteurs de diverses méthodes particulières des indi- 
visibles, auxquels on a voulu faire remonter l'origine de la décou- 
verte du calcul différentiel , la plus singulière de ces prétentions est 
celle qui proclame Fermât, le véritable inventeur àn calcul différen- 
tiel; proclamation que nous avons lue récemment dans un ouvrage 
dont nous ne nous rappelons pas le titre. Nous ne concevons pas, 
en fait de science, ce qui a pu mériter à Fermât cette préférence sur 
tous les autres auteurs de méthodes des indivisibles, depuis Caval- 
ier! ou même Kepler, jusqu’à Barrow. Nous nous doutons bien que 
c’est sur la méthode des tangentes et des maximis et minirais de 
Fermât , qu’on a cru fonder cette assertion ; mais quand même on 
voudrait confondre , avec le calcul différentiel , la méthode des indi- 
visibles qui est la vraie nature de la méthode de Fermât, ni l’anté- 
riorité, ni l’analogie, ni la perfection de cette méthode, qf même 
l’application de l’Algorithraie, ne lui mériteraient une paj^iWc pré- 
férence. Eu effet , quant à l'antériorité , les méthodes de Fermât 
qu’on ne saurait faire remonter au-delà de i63G ( Lettre privée à Ro- 


56 


PHILOSOPHIE. 


berval, du mois d’août de cette année), ne sont évidemment qu’un 
usage algoritlimique ou algébrique de la iiiélliode des indivisibles, 
laquelle était déjà répandue depuis i635 {Geometria indivisibitibus 
continuorum , Bononiæ) et même depuis t6i5 ( Voyez la Siéréomét. 
de Kepler, citée plus haut, part. I, theur. a); et réellement, comme 
on en convient, la règle des maximis de Fermât n'est qu'un usage 
algorithmique du principe de Kepler, savoir, lorsqu’une grandeur, 
l'ordonnée d’une courbe par exemple, est parvenue à son maximum , 
son accroissement ou sa diminution infiniment proche de cet état, 
est nul. Quant à l’analogip, tout le monde sait que c’est dans l'ou- 
vrage de Grégoire de •Saint-'Vincent ( Quadratura circuli et sectionum 
coni, Antverpiœ , 1647 J que se trouve la première ressemblance 
marquante avec le calcul différentiel , du moins avec ses applications 
géométriques, surtout dans le o ductus plani in planum », et dans 
l’inscription et circonscription de rectangles; ainsi que l’avoue Leib- 
nitz lui-même (^Act. Erud. i6qi, pag. 438 ), qui dit avoir puisé, 
principalement dans cet ouvrage, les premières idées (du moins 
comme occasion) de sa découverte. Quant à la perfection de la mé- 
thode de Fermât, on sait également que la méthode de liarrow {^Lect. 
geometrica; , Londini, 1674 ) est supérieure à celle de Fermât; et, ce 
qui est plus, le triangle élémentaire de Barrow est identiquement 
celui que l'on considère dans l'application du calcul différentiel à la 
détermination des tangentes , ainsi que l’avoue encore Jacques Ber- 
noulli { Voyez les Acta Erudit, cités plus haut). Enfin , quant à l’ap- 
plication de r.Mgorithmie , il nous semble que si, sous ce point de 
vue, quelqu’un pouvait prétendre à l'honneur d’avoir frayé le che- 
min à 4^découverte du calcul différentiel, ce serait incontestable- 
ment Wallis dans la première édition de son Arithmétique de Fin- 
Jini (en i655); aussi, sait-on que c’est principalement dans les écrits 
de ce géomètre que Newton a trouvé l’occasion de créer ses idées 
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sur les fluxions. — Mais , en approfondissant la déduction de% mé- 
thodes infinitésimales , telle que nous venons de la donner ici entiè- 
rement à priori , les géomètres distingueront facilement l'indéfini 
dans l'étendue, de l'indéfini dans les nombres, et, par conséquent , 
la méthode des indivisibles qui porte sur le premier, du calcul dif- 
férentiel qui porte entièrement sur leidernier; et, alors , ils reconnaî- 
tront, avec la meme facilité, que la méthode de Fermât dont l’essence 
consiste à calculer les circonstances de la méthode des indivisibles, 
et nullement les accroissemens des fonctions algorithmiques consi( 
dérées purement comme telles, ils reconnaîtront, disons-nous, que 
cette méthode n'a rien de commun avec le véritable but du calcul 
différentiel. — Montucla, dans son Histoire des Mathématiques, dit 
{tome II, page iZj , dernière édition) que la règle des maximis 
de Fermât ne diffère du calcul différentiel qu'en ce qu'elle est arrê- 
tée par les irrationalités: c’est une double erreur; d'abord, une erreur 
de fait, car, comme on l'a déjà observé. Fermât savait étendre sa 
méthode aux irrationnelles; et ensuite, une erreur de critique, car 
la méthode de Fermât diffère du calcul différentiel essentiellement 
en ce que cette méthode n’est qu’un usage algorithmique de la mé- 
thode des indivisibles, et par conséquent, tout au plus, un usage in 
concreto mais sans la moindre conscience du calcul différentiel, 
c’est-à-dire, saas portbr xucuse attïhtioit aux fohctiohs algorith- 
miques, tandis que le calcul différentiel sert expressément à déter- 
miner in abstracto les accroissemens de ces fonctions , c’est-à-dire , 

EB BE CONSIDÉRAirr AVEC DESSEIN RIEN AUTRE QUE CES FONCTIONS ALGO- 
RITHMIQUES. Aussi , devons-nous espérer qu'en approfondissant cette 
nature abstraite et distinctive du calcul différentiel , les géomètres 
reconnaîtront que, non seulement Fermât n’a eu aucune idée du 
calcul différentiel, mais, ce qui est plus, que la découverte de ce 
calcul , telle qu’elle a été faite par Newton et surtout par Leih- 
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nitz Ç‘), ne parait avoir été précédée par rien qui lui resaeiuble ou 
du moius qui soit identique avec elle. — Quant à la découverte du 
principe premier qui sert de fondement commun aux deux méthodes 
infinitésimales directes, essentiellement distinctes d'ailleurs, à la 
méthode des indivisibles et au calcul différentiel , c’est-à-dire, quant 
à la decouverte d’introduire, dans les Mathémafiques , la considéra- 
tion rig'oureuse de l'idée de l'infini, l'honneur de cette découverte à 
la fois simple et sublime, appartient, ce nous semble, à Kepler qui 
parait s'en être servi le premier dans sa Stéréométrie. 

Passons donc à la discussion des méthodes déterminatives irdi- 
XECTss qui, comme nous l'avons reconnu, se trouvent fondées sur 
l’emploi de la Raison réunie à l’Entendement, dans la production de 
l’indéfini. — Or, dans la réunion de ces deux facultés intellectuelles, 
l’idée de l'indéfini, considérée objectivement, comme but de l'En- 
tendement, se transforme en idée de la coirrinuiTÉ; et, considérée 
subjectivement, comme motpji de l'Entendement, elle se transforme 
en -idée de la niscoRTiiiuiTé lanériRiF.. Ainsi, les méthodes indirectes 
dont il s’agit, doivent, suivant cette double détermination de l’indé- 
fini, se subdiviser en deux classes: les unes fondées sur la loi de 
continuité, et les autres sur la loi de discontinuité indéfinie. 

La première classe de ces méthodes est facile à reconnaître : c’est, 
en effet , la méthode connue sous le nom de Méthode des limites ou 
des premières et dernières raisons. — Quant à la seconde classe , il 
faut, pour la reconnaître, savoir d’abord que la discontinuité indé- 
finie, qui en est le fondement, donne, en fait d’Algorilhmie, la 
sommation indéfinie qui constitue l’algorithme technique des séaixs ; 
de sorte que, dans la détermination de la suite indéfinie des termes 


(*) Car c'«t Leibnitz qui a reconnu principaleineni cette nature abstraite du calcul 
difrércntkl. • 
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formaDt ces fonctions, doivent entrer nécessairement les premiers 
êlémens de la génération des quantités qui sont l'objet des séries. Et, 
en effet, comme on le sait par le théorème de Taylor, et générale» 
ment par notre loi des séries, les fonctions formant les coefficicns, 
sont des fonctions différentielles ou infinitésimales. Ainsi, la seconde 
classe de méthodes dont il s'agit , doit évidemmént porter sur les 
coefficiens du développement des fonctions en séries; et, comme on 
peut le reconnaître maintenant avec facilité, cette seconde classe de 
méthodes n’est rien autre que la méthode connue généralement sous 
le nom de Méthode de dérivation, et particuliérement sous le nom 
de Théorie des fonctions analytiques. 

Cette dédoctioii des deux dernières méthodes, savoir, de la mé- 
thode des limites et de la méthode de dérivation, fixe immédiate- 
ment leur véritable caractère. On voit, en effet, que, par suite de 
cette déduction, le caractère commun de ces méthodes consiste en 
ce quelles n'alteigneot l'indéfini que dans son BésuLTAT (dans son 
application i l'Entendement), et non dans son psiMcipe (dans la 
Raison elle-même). De li vient essentiellement qu'à la vérité, ces 
deux méthodes peuvent remplacer le calcul différentiel, mais qu'en 
elles-mêmes, elles ne sauraient être conçues ou expliquées que par 
le calcul différentiel ; ainsi que nous allons le montrer, avec plus de 
clarté, dans chacune de ces méthodes séparément. 

D’abord, pour ce qui concerne la méthode des limites ou des pre- 
mières et dernières raisons, il est clair que, puisque cette méthode 
ne se trouve fondée que sur le résultat de l'indéfini manifesté dans 
la continuité, on ne saurait, par son moyen, remonter immédiate- 
ment aux principes mêmes de cette coiftnuité, c’est-à-dire, aux 
élémens indéfinis eux -mêmes de la génération des quantités. En 
effet, la méthode des limites dont il s’agit, sert à déterminer, pah la 
LOI OB conTinuiTê, la relation des quantités dans l’état où ces quan- 
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tile's, suivant une génération continue et déterminée, deviennent des 
zéros absolns; ce qui conduit bien au résultat de la génération indé- 
finie de bes quantités, mais non aux principes mêmes de cette géné- 
ration, c'est-à-dire que cette méthode n'atteint pas jusqu'aux pre- 
miers élémens eux-mêmes de la génération des quantités, mais seu- 
lement à leur rAultat manifesté dans la loi de continuité de cette 
génération. — Ainsi, la méthode des limites ou des prenflères et der- 
nières raisons, peut à la vérité, sauf la complication nécessaire des 
proccidés, remplacer le calcul différentiel; mais elle ne saurait être 
conçue et expliquée que par le calcul düTérentiel lui-même, pareeque 
les principes de la continuité qui est le fondement de La méthode des li- 
mites, ne se trouvent évidemment donnés que par le calcul différentiel. 

En second lieu , pour ce qui concerne la méthode de dérivation , 
ou la soi-disant théorie des fonctions analytiques, il est également 
clair que, puisque cette méthode ne se trouve fondée que sur le ré- 
sultat de l'indéfini, tel qu'il se manifeste daus la discontinuité pro- 
gressive des termes formant les séries, on ne peut non plus, par cette 
méthode, remonter aux principes mêmes de cette discontinuité in- 
définie, c’est-à-dire , aux premiers élémens qui rendent possible une 
pareille discontinuité. Mais, pour mieux comprendre cette assertion, 
il faut d’abord comprendre que la discontinuité indéfinie qui se 
trouve dans la suite des termes formant les séries, n’est possible que 
par les élémens indéfinis eux-mêmes de la génération des quantités 
qui sont l'objet des séries; car, comment en effet une fonction dé- 
veloppée en série pourrait-elle recevoir un hombhs inOFFim nx DÉiEa- 
mixatioxs différextes pour former les différens termes discontinus 
qui font les coefficiens de*fa série, comment le pourrait-elle, deman- 
dons-nous, si ce n'est par rinfluence des élémens indéfinis eux- 
mêmes de la génération de la quantité que constitue la fonction 
développée? Aussi, comme on le sait, ces coefficiens des séries se 
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trouvent-ils, ainsi que nous venons de le prévoir à priori, des fonc- 
tions diflerentielles de différens ordres de la fonction développée, 
c’est-à-dire, des fonctions des élémens indéfinis de la génération de 
cette quantité. — Alors, on conçoit facilement qu’une méthode, 
telle que la méthode de dérivation , qui ne serait fondée que sur la 
considération des coefficiens du développement des fonctions en 
séries, ne pourrait atteindre qu’au résultat de l’indéfini, manifesté 
dans la génération indéfiniment discontinue de ces coefficiens, et 
nullement aux principes mêmes de cette génération, consistant dans 
les élémens indéfinis des différentielles dont ces coefficiens se trouvent 
fonctions. On conçoit de plus, avec la même facilité, que, considérés 
suivant l'esprit de la méthode dont il est question, c’est-à-dire, comme 
dérivant les uns des autres, les coefficiens des séries sur lesquels se 
trouve fondée cette méthode, n’ont aucune, absolument aucune 
signification: en effet, la circonstance d'une quantité d'être tel ou 
tel autre coefficient d’une série, considérée par rapport à la généra- 
tion de cette quantité, ne signifie absolument rien. — Il s'ensuit que 
la méthode de dérivation , commola méthode des limites ou ;les pre- 
ngières et dernières raisons, peut à la vérité, sauf également la com- 
plication des calculs, remplacer le calcul différentiel, et cela évidem- 
ment parcetjue les coefficiens des séries , dont se sert cette méthode , 
ne sont autre chose que des fonctions différentielles; mais cctl» mé- 
thode, loin de pouvoir expliquer le calcul différentiel, ce qui serait 
réellement une prétention ridicule, ne peut elle-même être conçue 
ou expliquée que par le calcul différentiel, pareeque les coefficiens 
des séries, qui sont les instrumens de cette méthode, ne reçoivent 
une signification que précisément par les fonctions différentielles 
qui les composent (*). 


(*) Cett cct onique poiat qai coastituo notn R^utalion de la Théorie dee fonctioat 
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Nous avon.s ici réuni la Théorie des fonctions analytiques avec les 
différentes autres méthodes pareilles, sous le seul titre de méthode 
de dérivation, pareeque toutes ces méthodes sont fondées sur le 
meme principe de coefBciens des séries et, dans leur origine philo- 
sophique, sur le même principe de discontinuité indéfinie dans la 
génération des termes formant les séries. Mais nous prévenons ex- 
pressément que nous ne réunissons ces méthodes qu’à cause de cette 
origine commune; et que, par rapport à leur destination, nous 
n’entendons parler ici que de seules véritables méthodes de dériva- 
tion, telles que celles d’Arbogast, de Kramp, et antres, dont l’unique 
but est de présenter un algorithme propre à remplacer le calcul 
différentiel. Par rapport à cette destination des méthodes de dé- 
rivation , nous sommes forcés de rejeter ici la Théorie des fonctions 
analytiques de- Lagrange, dont le but exprès est, non autant de 
remplacer le calcul différentiel, pareeque les géomètres sectateurs 
de cette Théorie, ainsi que son auteur lui-inéme, renoncent aux pro- 
cédés de cette soi-disant Théorie, mais dont le but formel, disons- 
nous, est sur-tout d’expiiQOER le calcul différentiel. C'est cette pré- 
tention, vraiment ridicule (*) , qui, suivant la déduction que nous 
venons de donner des principes de cette méthode, prive la Théorie 
des fonctions analytiques de Lagrange, de l'avantage de prendre 
placÿ parmi les véritables méthodes de dérivation, lesquelles, resser- 
rées dans leurs raisonnables limites, occupent réellement, et cela à 
priori, une place entre les méthodes infinitésimales; car, c’est cette 
étrange prétention qui rend cette production de Lagrange tout-à-fait 
fausse et même absurde, en ce qu’il y est question d’expliquer des 


analyùtjues , ou nous avons démontré cc point d‘uDe œamère rigoureusement mathé- 
matique. 

(*) Voyea ci-après le troisiime Mémoire. 
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principes clairs, jouissant par eux-mêmes d'une certitude apodio- 
tique , savoir, les principes du calcul diHierentiel, par de purs résul- 
tats provenant bien loin des mêmes principes , et n’ayant , hors de 
ces principes, absolument aucune signification, parcequ'ils ne peu- 
vent être conçus que par ces principes. — Il faut cependant oljserver, 
à l’honneur des géomètres des tems précédens, qu’une telle perver- 
sion de la certitude mathématique n'a p.vs encore eu lieu dans leur 
science, et qu’elle n’a pu être conçue qu'à l’époque de la plus grande 
corruption philosophique, à Laquelle a paru la Théorie de Lagrange. 
C’est cette même manière de voir qui avait donné naissance à la pre- 
mière édition de cette Théorie, qui a aussi empêché qu’après notre 
Réfutation , On ne reconnût et n’.nvouât la vérité et que, respectant 
ainsi ce qu’il y a de plus sacré pour le savant, on ne s’abstînt au 
moins de^Foduire une nouvelle édition : instruits à fond de cette 
manière de voir, nous ne pouvions être surpris en apprenant que 
l’auteur LCi-MèME a produit la seconde édition de la Théorie des 
fonctions analytiques (*). 

Telles sont donc les différentes méthodes infinitésimales pkimitives, 
les seules possibles par des principes à priori. — ^ Il s’ensuit rigou- 
reusement, car il ne saurait y avoir ici d’autres principes, que 
toutes les autres méthodes infinitésimales sont ou i.”) des méthodes 
ninivÉES ou a.°) des méthodes pjtiTEaDazs et par conséquent eano»- 


(*) A pr<^oft de cette seconde édition, raoieur des Rèfitxions sur ta Métaphysique 
Hu Calcul infinitésimal f en citant , en sa fiTeur, un passage de ia Théorie des fonctions 
analytiques de Lagrange, dit (page 47) <}ue ce passage SC trouvedans la secoxob éoi- 
TiOF de cette Théorie. Sans doute, ü lui fera plaisir d’apprendre que le même passage 
se trouve LiTTéHSLEMiKT dans la première édition, que cet auteur connait certaine- 
ment puisqu’il cite (page 193) les Lestons sur le Calcul des fonctions de Lagrange, qu’il 
dit expressément n’étre qu’on comiaen taire et un suppléaest pour le premier oun âge. 
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NÉES. — Mais, pour mieux embrasser ces diverses méthodes inrmité- 
simales, nous allons résumer les méthodes primitives que nous 
venons de déduire à priori , dans le tableau suivant. 

TABLEAU ARCHITECTONIQUE 

DES MÉTHODES INFINITÉSIMALES PRIMITIVES. 

A) Ascension aux élémens indéfinis, par la faculté du Jugement. 
= Méthodes presohptives. 

а) Par la fonction nommée induction. = Méthodes in duc* 

TIONNELLES. 

aa) Ascension aux élémens indéfinis de l'espace ou de 
l'étendue. = Méthode d'exhaostios (des aq|iens). 

6a) Ascension aux élémens indéfinis du tems ou des 
nombres. = Méthode d’appeoximstion (proprement 
dite) n. 

б) Par la fonction nommée analogie. = Méthodes asalo- 
ciQDES? (Elles sont impossibles). 

fi) Ascension aux élémens indéfinis, par la faculté de la Raison. 
= Méthodes oéteruinatives. 

а) Par l'emploi pur de la Raison. = Méthodes dieectes. 
na) Ascension aux élémens indéfinis de l'espace ou de 

l'étendue. = Méthode des indivisibles. 

6a) Ascension aux élémens indéfinis du tems ou des 
nombres. = Calcul diffébentiel. 

б) Par l’emploi de la Raison réunie à l’Entendement. = Mé- 
thodes INDIRECTES. 


(*) Voyais première Note s la Cn de cet ouTrsge. 


« 
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aa) Objectivement, comme but l'Entendement; par 
la loi de continuité. = Méthode des limites, ou des 

PREMIÈnïS ET DERniÈIRES DSISOSS. 
ia) Subjectivement, comme moyen de l’Entendement; 
par la loi de discontinuité indéfinie. = AfÉruoDE de 
DÉSIVATIO ir. 


Telles sont donc, nous le répétons, les seules méthodes infinité- 
simales primitives, qui soient possibles. — Toutes les autres mé- 
thodes infinitésimales, ne sont ou plutôt ne peuvent être, compe 
nous l’avons déjà observé, que i.") des méthodes hébivées des mé- 
thodes primitives précédentes, ou bien, a.°) des méthodes prétendues 
et par conséquent erronnéep. 

Dans la première classe, celle des méthodes infinitésimales déri- 
vées, se trouvent l’application ou l’usage infinitésimal de la Méthode 
des coefficiens indéterminés , X Analyse résiduelle Ae Landen, et même 
la Méthode des fluxions sous la forme de laquelle Newton avait d’a- 
bord présenté son nouveau calcul. — La seconde classe, celle des 
prétendues méthodes infinitésimales, présente deux espèces: i.°) des 
procédés insignifians par eux-mêmes, ou plutôt de vrais non-sens, 
qui se servent de véritables méthodes infinitésimales en les défigu- 
rant, c'est-à-dire , en leur ôtant leur caractère propre; et 2.“) des 
considérations tout-à-fait fausses. Dans la première espèce, se trouve 
le Calcul des évanouissantes; et, dans la seconde, se trouvent la 
Théorie des fonctions analytiques de I^grange, le Système de com- 
pensation des erreurs Ae notre auteur des Réflexious sur la Métaphy- 
sique du Calcul infinitésimal, et mille autres considérations égale- 
lement erronnées, qu’on a imaginées et qu'on pourra encore imagi- 
ner sur le Calcul différentiel. 


# 
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Or, pour ce qui cofcerne, en premier lieu, la classe de méthodes 
néaivÉES, il est d’abord évident que la Méthode des coefficiens indé- 
terminés, employée pour arriver au but du calcul différentiel , re- 
vient, dans le fond, aux procédés de la méthode de dérivation for- 
mant la dernière classe des méthodes infinitésimales primitives. En 
effet, ces coefficiens de la méthode des indéterminées, ne sont, dans 
ce cas , rien autre que les coefficiens des séries, sur lesquels se fonde 
la méthode de dérivation. Mais, dans la méthode des indéterminées, 
on n'arrive aux coefficiens dont il est question, que par une condi- 
tion purement négative, c’est-à-dire, par la condition de ce que, sans 
repdre égal à zéro chaque coefficient, la série entière ne saurait être 
égale à zéro; tandis que, dans la méthode de dérivation, on arrive 
aux coefficiens dont il .s’agit, par une condition positive, c’est-à-dire, 
par la détermination de leur dépendance réciproque. Et c’est préci- 
sément ce principe purement négatif de la méthode des coefficiens 
indéterminés, qui la rend subordonnée à la méthode de dérivation (*). 
— Quant à \ Analyse résidstelle de Landen, et autres procédés pareils, 
c’est tout bonnement un artifice très indirect, fondé évidemment 
sur l’avant-dernière méthode infinitésimale primitive, nommée mé- 
thode des limites ou des premières et dernières raisons (*'). — Enfin, 


(*) Si Descarte» arait pu entrevoir la hante signification des coefficiens de sa méthode, 
en adasettant que c’est Oescartes qui est l'auteur de celte méthode, il aurq^t été, sans 
contredit, le véritable inventeur du Calcul di0erentiel. — Dans tous les cas , la méthode 
des indéterminées , très inutile aujourd'hui , a servi la première à calculer, par des pro- 
cédés parement algorithmiques, des valeurs de fonctions différetitielles j de sorte que, 
si cela suffisait pour établir quelque droit sur la priorité des idées dans le calcul cliffé-^ 
renliel, ce serait celte méthode des indéterminées qui, plus que tonte autre, aurait réel- 
lement ce droit. 

(**) Cesi cette Analyse résiduelle de Landen qui, comme l'avoue assez ingénuement 
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quant à la Méthode des fluxions, tont le monde sait qu'elle a pour 
principe la considération de véritables différentielles, prises in con-- 
cnetodans la vitesse du mouvement (*); et c’est cette considération 
qui rend cette méthode subordonnée au vrai calcul différentiel , où 
les quantités infinitésimales sont considérées in abstracto. 

Pour ce qui concerne , en second lieu , la classe de paérEnnuEs mé- 
thodes infinitésimales, la première espèce de ces méthodes, savoir, 
le Calcul des évanouissantes, est un mélange monstrueux de la mé- 
thode ou du calcul différentiel pur, avec la méthode des limites ou 
des premières et dernières raisons. En effet , les évanouissantes , con- 
sidérées d’une part, qui est évidemment le point de vue de la mé- 
thode des limites, ne sont pas de véritables quantités, et, consi- 
dérées d’une autre part, qui est aussi évidemment le point de vue 
du calcul différentiel pur, elles ne sont non plus de véritables zéros; 
mélange bizarre, vrai non-sens, ou même contradiction que le calcul 
des évanouis|antes n’évite que parceque, ^algré lui-méme, il mar- 
che appuyé, tour à tour, sur la méthode des limitos et sur le calcul 
différentiel pur (**). — Quant à la seconde espèce de prétendues mé- 


Lagrangc , paraît avoir été l'aecasioa de la eingolière prodactlon de la Théorie des 
foDCtioat analytiqacs. ^ 

( * ) Celte considération de Newton remonte jntqn’à 1 640 ; épotpie où Roberval , dent 
ta méthode des tangentes, s'est fondé sur une considération pareille. — Il faut ici re- 
marquer que, par la distinction que notre Philosophie établit entre la méthode des indi- 
visibles et le calcul différentiel, la dispute entre Newton et Leibnili sur la priorité de la 
découverte de ce dernier calcul, te trouve complètement éclaircie: on voit, en effet, 
que la découverte de Newton n'est proprement que la TasttsiTion de la méthode des in- 
divisibles an calcul dilférentiel , et que la découverte de Leibnits porte réelleraent sur la 
nsTiiBE sasTtsiTa même de ce salcul ; ce qui , ce nous semble, donne le critérium pour 
la priorité de la véritable découverte du calcul différentiel. 

(**) U fait honneur à l'esprit de d'Alembert, d'avoir rejeté celte considération mons- 
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thodcs infinitésimales, et nommément quant à la Théorie des fonc- 
tions analytiques de Lagrange et au Système de compensation des 
erreurs de l'auteur des Béflexions sur la Métaphysique du Calcul 
infinitésimal, nous en avons déjà dit plus qu’il ne faut pour établir 
définitivement la conclusion i.°) que la soi-disant Théorie de La- 
grange implique l'absurdité en prétendant expliquer les principes 
du Calcul différentiel, parceque, comme nous l'avons prouvé, elle 
n'existe que par ces principes ; et a.®) que le Système des compensa- 
tions de l'auteur des Réflexions, est tout-à-fait faux, pareeque, comme 
nous l'avons aussi prouvé , celte compensation des erreurs n’a nul- 
lement lieu. 


trieuse des quantités évanouissantes , et de s'élre attaché eiclusivement à Tun des deux 
0 logrédiens dans ce mélange bizarre, savotr, à la méthode des Umites qui, comme nous 

Tavons TU plus haut , se trouve réellement fondée à priori. — Pour l'honneur de Newton, 
nous pensons que, dans sa méthode des premières et dernières raison»^ U ne fait entrer 
la considération des (vanouissanles que pour indiquer, par là , la loi de continuité qui , 
auivant notre déduction de la méthode des limites ou des premières et dernières raisons, 
est le vrai fondement de cette méthode. ~ Quant à Eoler^ véritable fauteur des éva- 
aouiisaotes, nous ne pouvons concilier son opinion à cet égard, avec la justesse et U 
profondeur de son esprit, si ce n'est en admettant, avec peine, que 1a profondeur et U 
justesse mathématiques ne suppogent pas nécessairement la profondeur et la justesse 
philosophiques. 


FIN Pü SECOND HiMOIRE. 


Digitized by Google 



• r . .-f . V. t. *1- . • < - 9 . . . i*-./.- . 

■. •• w< r ' f*L t. » V';. T# • 

• ^ ; . i • ■• .1.! ^ 

TROISIÈME mémoire! 




Réponse à la seconde édition de la Théorie des 
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RÉPONSE 


A LA SECONDE ÉDITION 
nE 

» 

LA THÉORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES 
DE LAGRANGE. 


IVoDS avons déjii dit, dans le Mémoire précédent, ce qu’il faut penser 
de la seconde édition de la Théorie des fonctions analytiques de La- 
grange, en considérant cette production sous un point de vue étran- 
ger aux sciences mathématiques. — Nous allons maintenant jeter un 
coup d'oeil critique sur cette seconde édition , en tant qu’elle peut, 

sinon intéresser, mais au moins embrouiller la science même du 

• 

géomètre. 

Mais, à proprement parler, ce n’est que sur V Addition jointe à la 
seconde édition de la Théorie de Lagrange, et placée à la fin de l’ou- 
vrage, que nous allons jeter notre coup d’oeil; car, les différentes 
autres additions dont on a augmenté le volume de cette seconde édi- 
tion, sont oi^de» exemples ou des éclaircissemens, qui*ne pourraient 
intéresser que les étudians de la science, et nullement la science 
elle-même. Nous nous bornerons à cette seule Addition avec d’autant 
plus de raison que, d’une part, elle contient proprement le vrai es- 
prit , en quelque sorte l'essence de la Théorie des fonctions analy- 
tiques, considérée comme théorie ou métaphysique du calcul diffé-- 
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rentiel, et que, de l'autre part, cette Addition est directement, sous 
la forme d'une espèce d'arrêt impératif pour l'opinion des savans, 
"une réponse vraiment curieuse à notre Réfutation de la Théorie des 
fonctions. — Venons au fait. 

Lagrange, en commençant cette A'ddition, dit « on peut démon- 
« trer, de différentes manières, la corre.spondance des fonctions dé- 
« rivées avec les différenlfelles ». Il voulait sans doute dire « la cor- 
respondance des différentielles avec les fonctions dérivées »; car, 
suivant son but, le terme absolu de la comparaison consistait dans 
les fonctions dérivées; c’est une légère inadvertance par laquelle 
Lagrange a payé, malgré lui, le tribut qu’on doit à la vérité. Mais 
laissons là les mots, et venons aux choses. 

Soit Fx une fonction de x, et soient dx^dx, Zdx, etc. les accrois- 
semens successifs que reçoit la variable x, nous aurons, en vertu du 
principe fondamental de la Théorie des fonctions analytiques , les 
développemens suivans . . . (a3) 


fx = Fx 


* 


F{x -h fir) Fx -4- F'x . 
F(x H- 2 f/x) = Fx -4- F'x . 
F(x H- — Fx -i- F'x . 


<ix 

1 


d.r* 


f''x . 

tix^ 

1 

T” 


1.2 


1 . 2.3 



F*x . 

^flx* 

- 1 . 

F"'x , 


1 

4" 


' 1.2 

“T* 

1.2.3 


«1- 

F"x . 

geix’ 

_ 1 _ 

F"'x . 

27 <ir* 

1 


X.2 



1.2.3 


4- el» 
4- etc. 
4- etc. 


etc., etc«^ 

m 

F'x, F"x, F'"x, etc. désignant les fonctions dérivées, prime, se- 
conde, tierce, etc., de la fonction primitive Fx> Or, en prenant, par 
des soustractions successives, les différences premières, secondes , 
troisièmes, etc. de ces valeurs, et désignant ces différences par dFx, 
d^Fx, d^Fx, etc,, de sorte qu’on ait 
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dFx = F{x H- dx) — Fx 

d^Fx F{x -H atir) — %F{x -f- dx) H- Fx 

d"^Fx zzz F(x-i-3tir) — 3f (x -f- a<tr) + 3/'(x-|-dr) — Fx 

etc. , etc. ; 


on obtiendra les valeurs rigoureuses suivantes . . . (24) 


dx' dx> dxi 

dFx = F'x.dx + F"x, — + F'"x . — - + F^x . — - — + «le. 

* ^ a.î ï.3.4 

* dx' dj^ dx^ 

d'Px — »f"x. 1- 6F'"x . — - 4- \^F”x. — 4- etc. 

a a. 3 a. 3. 4 

dj^ dx^ 

d^Fx =i 6F"x.-'— + i6F”x. — 1- ete.’ . . 

a. 3 a. 3^4 

dx^ 

d^Fx = *iF"x . — T—; 4- «le. 

a. 3. 4 

I - 

etc., «te. 




Maintenant, si l'on suppose que l’accroissement dx est indéfiniment 
petit, et, par conséquent, que les diflirences dFx, d^Fx, d^Fx,eXc. 
sont des difTérentielles, et si, par cette raison, on néglige, dans les 
valeurs précédentes, les quantités indéfiniment petites des ordres 
supérieurs relativement à celles des ordres inférieurs , on aura sim- 
plement 

dFx = Fx . dx, d'Fx = F”x . dx>, d^Fx = F"'x ,dx>, elc. j 


et par conséquent ; . . (a 5 ) 


dFx 


Fx = 


d'Fx 
dx' ' 


F"x — 


d^Fx 

~dJ^' 


«te. 


C’est de cette manière que Lagrange «démontre la correspondance 
«des fonctions dég^vées avec les différentielles, en disant, qj^’on voit 
« par là comment la supposition- des infiniment petits peut servir 

10 
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a à trouver les fonctions dérivées», et sur-tout en concluant que 
. . . (a6) 


« les expressions différentielles , etc. , au lieu d’ex- 

« primer ce qu’elles paraissent représenter, ne sont à la rigueur 
B que des x)mboles (*) qui dénotent des fonctions différentes de 
B la fonction primitive Fx , mais DimvÉïs de celle-ci scivaht 

« CERTAIIfES LOIS ». . 


Rien de plus facile que de prononcer sur cette conclusion de La- 
grange : il suffit, pour cela, de découvrir le principe tacite de la pos- 
sibilité d’une telle conclusion. •— Nous allons le faire. 

Pour peu qu’on examine le procédé que nous venons d'exposer , 
et par lequel Lagrange arrive aux relations (aS), on voit que rien n'y 
détermine la nature des fonctions F'x, F"x, F'"x, etc., et, par 
conséquent, que le principe tacite et fondamental de la conclusion 
(a6) de Lagrange, où l’on se s^t de ces fonctions pour expliquer les 
différentielles, consiste dans la scppositioi* qce la ratdbe des foxc- 
TIOXS DÉRIVÉES F'x, F"x, F"'x, CtC. EST COMtOE, OU, cc qui cst la 
même chose, dans la supposition que les lois de la cévératioh de 
ces fonctions dérivées sont connues. Et , en effet , Lagrange lui-roérue 
ne peut s’empêcher de reconnaître et même d’avouer ce principe 
fondamental, en déclarant, dans sa conclusion, que les fonctions 
dérivées F'x, F"x, F"'x, etc. sont dérivées de la fonction primi- 
tive Fx « stiivAMT CERTAINES LOIS ». — Or, oi'i sont ces lois de la géné- 
ration des fonctions dérivées F'x, F“x, F"’x, etc. par le moyen de 


(*) Nous pourrions éemaBder aux secUtturi de la Théorie de Lagrange, « «pie c’est 
qn'ao sjrtn^te , et nous pournoas aiéme leur prouver qu’ils n’^plmtlrnl ricsi du tout à 
et mot; mai» oe Krait, de notre part, abuser de leur ■oB-tcicacephiii»0|)lùqar. 

4 


Digitized by Google 



RÉPONSE. 


75 

la fonction primitive Fx? — C’est là le nœud de la question. — 
Certes, si la Théorie des fonctions analytiques de Lagrange pouvait 
présenter, pour la génération des fonctions dérivées F'x, F"x, 
F"'x, etc., des lois indépendantes des diflerentielles de la fonction 
primitive Fx, cette Théorie aurait au moins une ombre de raison 
pour prétendre à l'explication des fonctions différentielles : nous 
disons qu’elle aurait au moins une ombfe de raison, et non la raison 
elle-inéme; car, il resterait encore à savoir si ce sont ces lois de déri- 
vation ou les fonctions différentielles qui constituent le principe les 
unes des autres. Mais, si la Théorie des fonctions analytiques ne peut 
présenter absolument aucune loi, indépendante de différentielles, 
pour la génération des fonctions dérivées F'x, F"x, F'"x, etc. au 
moyen de la fonction primitive Fx, on conviendra que la prétention 
de cette Théorie est tout-à-fait déraisonnable, et par conséquent que, 
lorsque cette Théorie s’obstine, sa prétention est pour le moins ridi- 
cule. — Nous allons prouver rigoureusement qu’en effet la Théorie 
des fonctions analytiques, non seulement ne présente aucune loi 
indépendante pour la génération des fonctions dérivées F'x, F"x, 
F'"x, etc., mais, ce qui est plus, qu’il est impossible qu’elle en 
présente. 

Dans la seconde édition de sa Théorie des fonctions, I^igrange, 
instruit sans doute, du moins confusément, sur le vrai point de la 
question par notre Réfutation de sa Théorie, a destiné un Chapitre 
à part à la prétendue déduction d« cette loi de génération des fonc- 
tions F'x, F"x, F'"x, etc. : c’est le Chapitre II, intitulé Fonctions 
dérivées, leur notation et leur algorithme, où il dit expressément 
a qu’il faut rechercher la loi générale de la dérivation des fonctions 
« F'x, F"x, F"'x, etc. » c’est-à-dire, la lorde la génération de ces 
fonctions. — Or, voyons quelle est cette loi; et, pour plus de véracité, 
transcrivobs ici Ihtéralemenl les argumentations de Lagrange. 


7 & RÉPONSE. 

« Pour arriver à cette loi, reprenons la formule générale 

* Fx -h Pi -h Çf' -h -4- etc., 

net supposons que l’indéterminée x devienne x + h, h étant une 
« quantité quelconque iudéterminée et indépendante de <; il est vi- 
« sible que F{x 1) deviendra F{x+ i-\- h), et l'on voit en même 
« tems que l’on aurait le même résultat en mettant simplement i + h 
« à la place de i dans F{x + i). Donc aussi, le résultat doit être le 
« même, soit qu'on mette, dans la série Fx + Pi + QP + Ri^ etc., 
« i + A à la place de i, soit qu’on y mette a; + A au lieu de x. 
a La première substitution donnera 

Fx -h (i H- A) -f- Q (. -t- A). •+■ F hy + etc. ; 

a savoir, en développant les puissances de i+ h, et n'écrivant, pour 
K plus de simplicité, que les deux premiers termes de chaque puis- 
a sance, pareeque la comparaison de ces termes suffira pour les dé- 
0 terminations dont nous avons besoin , 

Fx -f- Pi 4- -f- A'* -f- etc.; 

+ Ph + iQi/i -t- 3A’A + 4&‘Vi + etc. 

«Pour faire l’autre substitution, soient Fx + F'x , h + etc. , 
* P + P' .h + etc. , A + etc. , R + R' .h + ets. , ce que 

« deviennent les fonctions Fx, P, Q, R, etc. en y mettant a: + A 
< pourar, et ne considérant dans le développement que les termes 
« qui contiennent la première puissance de h, il est clair que la même 
« formule deviendra 

Fx + Pi + Qi' + + etc. 

4- F*x . il 4- F.ih 4- Q'.i*h 4- ü’.iM 4- etc. 

«Comme ces deux résultats doivent être identiques, quelles que 
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< soient les valeurs de i et de 7i , on aura , en comparant les termes 
« affectés de A, de i‘h, de « ’A , etc . , > 

P = F'x, iQ =. P’, 3« = Q', 1,5 = JT, etc. 

« Maintenant, de même que F’x est la première fonction dérivée 
« de Fx, il est clair que P' est la première fonction dérivée de P, que 
a Q' est la première fonction dérivée de Ç, R' la première fonction 
« dérivée de A, et ainsi de suite. Donc, si, pour plus de simplicité et 
« d’uniformité, on dénote par F'x la première fonction dérivée de 
« Fx, par F”x la première fonction dérivée de F'x, par F'"x la pre- 
V mière fonction dérivée de F"x, et ainsi de suite, on aura 


^mP = P'x, et de là P = F'x-, 


« donc 

O — 

a a ’ 

et de IA Q' zü - ; 

a 

• 

donc 

^ ~ 3 — rs’ 

et de là il' =; 1 : 

2,3 ’ 

« donc 

K F"x 

a# il C* w 

“ T “ âX*’ 

a. 3.4’ 


« et ainsi de suite. 


« Donc, substituant ces valeurs dans le développement de la fonc* 
« tion F(x-\- i), on aura 


F'x F' 

F(x + i) =:z Fx + F'x.i + — .i* + 


a. 3 


F^x 

ï.3.4 


■ i* + etc. 


et Cette nouvelle expression a l'avantage de faire voir comment les 
« termes de la série dépendent les uns des autres, et sur-tout com- 
« ment, lorsqu’oh sait formeb la paraiiRE pohctior uébivée d’oite 
« roHCTioii primitive quelconque, on peut former toutes les fonctions 
c dérivées que la série renferme. A , 



RÉPONSE. 


78 


Voilà donc la loi de la génération des fonctions dérivées F'x, 
F"x, F"'x, etc., que présente la Théorie des fonctions analytiques. 
— Mais, malheureusement, un léger souffle d'intelligence suffît 
pour renverser tout ce laborieux échafaudage. En effet, désignant 
par Px, Qx, Rx, etc. les fonctions dénotées simplement par P, Q, 
R, etc., et comparant les développemens 


/• (;r H- A) =: Fx + F'x. A + etc. 

F (x + A) = Fx Fx . A -I- etc. 

Ç (x -t- A) = Çx H- Q'x . A + eu. 

F (x -t- A) • Fx -f- F'x . A -4- etc. 

etc. , etc. , 


sur lesquels se trouvent fondées les argumentations de Lagrange, 
on conçoit immédiatement, suivant l’observation de ce géomètre, 
savoir, * 

« de même que F'x est la première fonction dérivée de Fx, il 
a est clair que P'x est la première fonction dérivée de Px , que 
« Q'x est la première fonction dérivée de Qx , R'x la première 
« fonction dérivée de Rx , etc. » 

on conçoit, disons-nous, que cette néaiVATiOF identiqcb suppose 
nécessairement une loi vdique de la GéitÉSATion des fonctions dé- 
rivées F’x, P'x, Q'x, R’x, etc. , par leurs fonctions primitives res- 
pectives Fx, Px, Qx, Rx, etc. 11 s’ensuit irréfragablement : 

1 .**) Puisque Lagrange ne légitime point la supposition d’une loi 
unique pour la génération de la première fonction dérivée, 
par le moyen de la fonction primitive, toutes ses argumenta- 
tions, comme fondées sur cette supposition, sont purement 
gratuites; et elles ne vaudraient logiquement rien, quand 
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même elles conduiraient à la connaissance de la nature des 
fonctions dites dérivées. 

a.**) Puisque la Théorie de Lagrange ne fait pas connaître cette 
loi unique de la génération de la première fonction dérivée 
par la fonction primitive] loi à laquelle se trouve ramenée 
toute sa Théorie, il est clair que celte Théorie ne présente point 
la LOI DE LA. céirÉBATioH des fonctions dérivées. 

Ces conclusions sont même tellement apparentes et grossières qu'on 
est en quelque sorte honteux de se trouver forcé k les signaler. — 
Quoi qu’il en soit, c'est ce qu'il fallait prouver en premier lieu. 

Maintenant, nous allons prouver, avec la même rigueur, que la 
Théorie des fonctions analytiques de Lagrange, ni aucune autre 
Théorie de dérivation, ne sauront jamais pràenter, pour la généra- 
tion des fonctions dites dérivées, une loi indépendante des fonctions 
différentielles. — Pour le faire, il faudrait découvrir la vraie loi ou 
du moins une véritable loi de cette génération des fonctions dérivées, 
et montrer, par oette loi même, que la génération dont il s’agit , im- 
plique essentiellement les fonctions différentielles. C’est ce que nous 
avons déjà fait dans notre Réfutation de la Théorie des fonctions 
analytiques : nous y avons donné, dans sa plus grande généralité, la 
loi de la génération des fonctions dites dérivées , et nous y avons 
montré, par l'essence même de cette loi , que la génération en ques- 
tion implique nécessairement les fonctions différentielles qui , par 
cette raison, eu sont les^lémens absolus. Ainsi , pour donner rigou- 
reusement la seconde preuve dont il s’agit, celle de oe qu’aucune 
Théorie de dérivation ne peut présenter, pour la génération des 
fonctions dites dérivées, des lois indépendantes de fonctions diffé- 
rentielles, nous pouvons nous borner ici à exposer les points prin- 
cipaux de cette preuve, et à renvoyer le lecteur pour les détails à 
notre Réfutation. — Voici ces pointa principaux. 


8o RÉPONSE. 

Une fonction quelconque F(i + 1), développée suivant les facultés 
progressives 

fi, (fi)’If, *":■ 

d’une fonction arbitraire fi, l'accroissement { étant quelconque , 
savoir, . . . (27) 

/'(* + «) — Jo + ^%-f‘ -t- -t- + etc., 

a, pour loi de la génération des coefficiens A,, etc., ft étant 
un indice quelconque de ces coefficiens, l'expression générale ... (28) 

dans laquelle , après avoir pris le.s différences régressives a par rap- 
port à l'accroissement | de la variable 1, il faut substituer, pour cette 
variable i, la valeur que donne la relation fi=o. — C’est là notre 
loi GÉirÉRALE DES SERIES, qui est évidemment la loi absolue de la gé- 
nération des coefficiens A,, A„ etc. du développement d’une 
fonction F{x + i); loi dans laquelle tout est déterminé, et dans la- 
quelle, de plus, tous les algorithmes sont rigoureusement exacts. 

Or, cette loi étant générale, elle contient nécessairement tous les 
cas particuliers, lesquels même ne sauraient évidemment exister que 
par cette loi. Ainsi, la nature de cette loi fixe généralement la nature 
des coefficiens du développement d’une fonction F{x - 4 - c) dans tous 
les cas particuliers, c’est-à-dire, dans tous les cas où la fonction fi 
et l’accroisseraenf { se trouvent déterminés; bien plus, la nature par- 
ticulière de ces coefficiens n’est possible que par cette loi absolue de 
la génération des coefficiens des séries. Il s'ensuit irréfragablement 
que les élémens de cette loi générale sont nécessairement les éLÉUEiis 
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AWOT.VS de toutes les lois particulières de la génération des coefficiens 
dans les développemens des fonctions. 

Donc, dans le cas particulier où la fonction fi est simplement i, le 
développement (37) de la fonction F(x + i) aura la forme . . . (27)' 

F(x-i-i) = Ào + -i + -t- 4- île.; 

et la loi (a8) de la génération des coeffîciens A„ etc., sera ~(a8)' 

_ h*‘F{x + i) 

où il faudra faire i=:o, après avoir pris les différences régressives par 
rapport à l’accroissement ( de la variable i. Mais on a rigoureusement 

donc la loi précédente (a8 f est RicocREnsEMEin . . . (a8)" 






la différence régressive a étant ici prise par rapport à l’accroissement 
( de la variable x. 

Or, si l'on suppose, avec les différentes Théories des dérivations, 
qu’on ait le développement . . . (39) 


= a. H- s,.« 4- z,.i' 4- *j.«‘ 4 - *tc., 

les coefficiens z„, i,, a,, etc. étant des fonctions de x, engendrées 
suivant certaines lois de dérivation, nous pouvons maintenant dé- 
couvrir^ non seulement la vraie nature de ces lois de dérivation , 
mais, ce qui est notre but, les principes mêmes de la détermination 
de ces lois. En effet, comparant les développemens (ag) et (27)', nous 
aurons . . . ( 3 o) 

II 
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ïo + ïi.« 4- e>.«* + î 3 -<’ 4- etc. = 

4" Ax*i 4* 4* Ay , 4 Ote.; 

et développant tous les tetmes du second membre par rapport aux 
puissances de i, nous pourrons, par la comparaison des coefficiens 
des mêmes pui.ssances de i dans les deux membres de cette égalité, 
découvrir jusqu’aux principes de la détermination des coefficiens i„, 
* 1 , etc. en question, parceque la nature absolue des quantités 

A, , A„ etc. se trouve donnée rigoureusement par l’expression 
(a8;". — Pour y arriver, faisons . . . (3i) 

B, = 4,1 4- 4- 6 A^i^ ... 4- {ftli). Af,i^~' 4- etc. 

iAii 4- 4 Î545I* ... 4 ^/») . 4 tic. 

Bi = 64,1 4 5o43i’ 4 aï544i’ ... 4 (/éfi) . 4 «te. 

Æ, = tiAsi 4 tiltAii^ 4 16144,1^ ... 4 (/*/ 4 ) . 4 ^ i'"* 4 etc. 
etc. , «IC. ; 

en désignant, comme dans la première des Notes de notre Réfutation, 
par (/i/t), (/•fa)» etc. les coefficiens successifs du développe- 
ment de la factorielle générale * 

,7-lf _ ,A< ^ (,«/i).i'‘-'£ 4 4 (^/3).i'‘-’{’ 4 Ole. 

Alors, le développement du second membre de l'égalité (3o) donnera 
d'abord 

Z. 4 S..I 4 1 , . 1 * 4 Z 3 . 1 t 4 Z 4 .it 4 etc. = 

4. 4 4, .1 4 4, . i* 4 4j . I* 4 44 .it . 4 - etc. 4 
4 B,,\ 4 ^, . £* 4 Bs , 4 4 etc.; . 

et remettant les valeurs précédentes (3 1 ) des coefficiens £„ etc. 
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et ordonnant lea termes par rapport aux puissances de <, on aura dé-' 
finitivement . . . (3o/ 

ï. + I..I -f- ï. .I‘ Sj.I* -f- Ï;.I* -f- etc. = 

etc.) ^ 

-t- 1 * (J, -f- -f- it./4{’ -f 5o/fs£’ «icO 

-f- -+- 6>^4£ -t- 35./5£* -h -t- cïc.) 

•4- I* (.^4 -+- iOjés( •+* 85.4(;£* -4- 735 . 4 ^£* -4- de.) 

• - 4 - de., etc. 

Donc, comparant les coefficiens des mêmes puissances de i dans les 
deux membres de cette égalité, on obtiendra . . . (3a) 

ï„ = A, 

Si — -4- -t- 6.^45* . • • -4- — *)) • * -4* etc. 

Sj — 3 . 45 £ II.. 445 * -4- 50.^55^ ... 4 - (^/(^— a)) . * -4- etc. , 

I, — .4j 6.4,f 4- 35 ./ 5 I’ -I- ...-»- C“/(/4—3)). -I- de. 

î, = .4, - 4 - io. 45{ -4- 85y« I’ -4- 7Î5-4,{* (^/(/»— 4)) . - 4 - etc. 

de., de. 

Tels sont donc les prixcipes absolus de la détermination des coef- 
ficiens 3 „, a,, î,, I 3 , etc. dont il est question, pareeque la nature des 
quantités A„, /in etc. se trouve déterminée, d'une manière 

absolue, par la loi ( 28 V' de leur génération. C'est donc par ces prin- 
cipes que nous pouvons découvrir toutes les circonstances possibles 
de la détermination des coefficiens Zo, z,, z„ etc. en question. 

D’abord, si l'on suppose, avec les Théories des dérivations, que le 
principe fondamental du développement ( 29 ) de la fonction F{x+i\ 
savoir, du développement 

= ï. -4- s.. J - 4 - Z, - 4 - Si. O - 4 - etc., 


4 
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‘consiste dans la de'termination de la nature des fonctions i„, s,, etc. 
PAR LA ciRCOVSTAKce jihtT. qu'ellps Sont des coefficiens déterminés de 
ce développement, comme le supposent très expressément toutes les 
Théories de dérivation, et spécialement la Théorie des fonctions ana- 
lytiques de Lagrange ; il est évident qu'en donnant à l'accroissement 
I les valeurs successives o , — { , — a| , — 3 ( , etc., on aura les déve- 
lopjtemens . . . ( 33 ) 

/> = s. 

/•(*—{) = a, — a. .{ -t- a. -t- etc. 

f(x — = a. — a,.»{ a../,{’ — Xj.Sf ■+ etc. 

f(x— ’ 3 {) = 1. — a.. 3 { + ï.-aP — -t- *te- 

etc., etc., 

dans lesquels les fonctions x„, a,, a,, a^, etc. n’auront, suivant cette 
hypothèse, d’autre détermination que celle que lui donnent ces dé- 
Veloppeinens eux-mémes. Si l'on prend donc, par des soustractions 
successives de ces valeurs des fonctions Fx, F{x — { ) , F(x — a{ ), etc. , 
leurs différences régressives, première, seconde, troisième, etc. , on 

obtiendra les expressions prétendues absolues . . . ( 34 ) 

< 

= i. . ( — a, . {• + S) . — a< . i» -t- etc. 

A’fx = aa,.{' — 6a,. -i- — etc. 

a'/x = 6a, . Ç* — 3624 . etc. 

At/x — ,424 . 4^ — etc. 

etc., et généralement 

A'*/x= 

-t- K . 2 m-> • + «te- } . 

en désignant par a ces dilTérences régressives, et par tt nos fonctions 
alephs dans lesquelles ‘ 
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Al /I] • • • A^ y 

les ëlcmens r, , n,, / 13 , . . . de ces fonctions étant ici 

n, = 1 , )i, = a , R3 = 3 , i >4 = 1 , ... « 1 ^ = ft. 


Ainsi, en substituant dans l'expression (a 8 )" ces valeurs prétendues 
absolues des différences régressives aFx, a’/x, a^Fx, etc., nous au- 
rons, suivant toujours l'hypothèse des Théories des dérivations, les 
expressions prétendues absolues . . . (35) 


= Fx 

.#, = X. — X..J + a,.f — X4.|> + etc- 
>/, = X. — 3 x, . { -f- 7H4 . {• — etc. 
jI, = t, — 6^^.t + tic. 

= >4 ^ etc. * 




etc., et généralement 


K [iV„ ]’.!,,+}.{* + K [AT,. ]*.*,,+* -4* — «e- 


Donc, en revenant aux vrais principes absolus (3a) de la détermina- 
tion des fonctions x,, i,, x,, etc., et substituant, dans les expres- 
sions de ces principes, les valeurs précédentes (35), prétendues 
absolues suivant l'bypotlièse des Théories des dérivations, on trou- 
vera . . . (36) ^ , 

E. = /-x -r 

•• r*Z7 ■■ ■ 

î I : ■ ■ ■*- ^ 


etc. y etc. ; 


c'est-à-dire qu'à l'exception de la seule fonction toutes les autres 






..t 

.T. 
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fonctions s,, ï,, s.j, Ï4, etc. n’auront, de cette manière, AüCDJtE 
nÉTERMfvATioîi. — Il s’ensuit irrèfragablement que, d’après l’esprit 
des Théories des dérivations et spécialement de la Théorie des fonc- 
tions analytiques de Lagrange, les différentes fonctionsi,, x,,Z],etc. 
formant les coefficiensdu développement(29)de la fonction F{x+i), 
ou les fonctions dites dérivées, n’ont absolument aucune détermina- 
tion ; et , par const-quent, que ces théories , lorsqu’elles restent con- 
séquentes à leur principe fondamental, ne peuvent nullement pré- 
senter des LOIS iNDèPKPfDAKTES pour la génération de ces coefficiens ou 
des fonctions dites dérivées. — Ce qu'il fallait prouver en général. 

Actuellement, pour peu qu'on réfléchisse sur cette isnÉrr.RMiSA- 
Tiox ABSOLDE des cocf&cicns H,, a„ ij, etc. ou des fonctions dites déri- 
vées, telle qu’elle résulte de l'hypothèse des Théories dcsdérivation.s, 
on découvrira facilement que le principe de cette indétermination 
ou plutôt de cette TACTOLOGiE impliquée dans les différentes Théories 
des dérivions , consiste en ce que , dans Fesprit de ces théories, la 
quantité {qui entre dans les principes absolus ( 3 a) de la détermina- 
tion des cocfGciens en question, et qui est l’accroissement des diffé- 
rences tiFx, ù.'Fx, ti?Fx, etc. formant les élémens absolus de la na- 
ture fa8/' des quantités A,., A^, A%, etc., en ce que, disons-nous, 
cette quantité { reste lunèTERMiatE suivant le principe fondamental 
des Théories des dérivations. — De cette vérité, qui est manifeste par 
elle-même, résultent immédiatement les deux conséquences sui- 
vantes : 

1.°) Toutes les prétendues métaphysiques du calcul différentiel, 
qui , d’une manière quelconque, laisseraient indéterminée la 
quantité { qui entre dans les principes absolus (Sa) delà déter- 
mination des fonctions dites dérivées, ne seraient au fond 
que de pures tautologies , et ne pourraient , par conséquent , 
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présenter que des paralogismes; comme, par exemple , le Sys- 
tème des compensations des erreurs de l'auteur des Réflexions 
sur la Métaphysique du Calcul infinitésimal , que nous avons 
examiné dans le premier Mémoire de cet opuscule, système 
qui est évidemment fondé sur la considération de risnérFn- 
misjvtior de la quantité { dont il est question. 

2 .°) Pour arriver à la détermination alisoliie des coeffidens 
ï, , ï,, ïj, etc. du développement (ag) de la fonction /Tx’-t-f), 
, c’est-à-dire, à la détermination absolue des fonctions dites 
dérivées, il faut nécessairement, car c’est là le seul moyen 
d’éviter l’absurde tautologie que nous venons de signaler, il 
faut, disons-nous, donner à la quantité { qui entre dans les 
principes absolus (3a) de cette question , une détermination 
pROPtiz à QPÉBEB la détermination absolue dont il s’agit 

Or, en examinant ces principes .absolus (3a), on découvre bientôt 
que toute détermination réelle de la quantité { coiulnirait aux mêmes 
expressions insignifiantes (36), et entrainerait ainsi le niêine incon- 
vénient (*). En effet, donnant à { une valeur réelle quelconque, il 


(*) Nous connaiisons ja*qu'aii principe de cette impossibilité de déterroiner les coef- 
6cicn$ 2,, S,, Si, etc. du développement • . ^ 

2„ 4 - S, . I H- 2, . 1 * •+• 4- etc. lî /V/i/f/ii, 

lorsqu'on laisse ihdbtermmvéb la quantité ( dont il est question, ou même lorsqu’on lui 
donne une détermination bielle : c'est que, dans Tun et l'autre cas , on élude l'idée de 
ri5ri5i, qui se trouve impliquée dans cc développement doxt l'essence est n'ÂTac 
xxriifi. On ne peut, en effet, arriver à la détermination des coefilcien» 2, , 2,, 2$, etc., 
qu'en y faisant entrer l'idée de cc qui en est une des parties constituantes et esseatielles, 
c'est-à'dire , l’idée de l’in/ini qui , comme nous venons de le voir,, fait une partie essen- 
tielle de l'idée du développement. Nous prions les géomètres de bien réfléchir sur 
cette'remarquc : elle pourra tout à coup leur faire naître la lumière. 
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faudrait, pour déterminer les différences aFx, a'Fx, i^Fx, etc. qui 
entrent dans l’expression (28)" des quantités etc., recou- 

rir à Texpression (2g; du développement de la fonction /’x-f-i), ex- 
pression qui seule peut donner, d'abord, les expressions (33) et, 
ensuite, les expressions (34); de sorte que, ces valeurs (34) des diffé- 
rences sFx, e^Fx, etc. étant substituées dans l’expression (28/', on 
aurait encore, jjour les quantités A,, A3, etc., les valeurs don- 

nées par les expressions (.35); et ces dernières valeurs étant à leur 
tour substituées dans les principes absolus (3a), conduiraient toa- 
jours aux expressions tautologiques et insignifiantes (36). Mais ou 
découvre aussitôt, par l'examen des principes (3a), qu’en donnant, 
si cela était possible, à la quantité ( en question une détermination 
iDÉALK, telle que les différens termes affectés de cette quantité soient 
rigoureusement nuis par rapport aux autres, on pourrait éviter 
l’écueil essentiel impliqué dans ces principes , écueil contre lequel 
viennent échouer les différentes métaphysiques dont nous venons de 
parler ; et que , de 'cette manière , on pourrait parvenir k la détermi- 
nation absolue des quantités a,, a,, S], etc. dont il s’agit. En effet, 
désignant par dx cette valeur idéale ou indéfiniment petite que nous 
assignons hypothétiquement à la quantité {, et marquant par un 
accent ce que deviennent alors les quantités A,, A,, A3, etc. qui 
sont lai fonctions de { ; les expressions (3a) nous donneraient immé- 
diatement . . . (3a)' 

Si — , S, ^ A , , = ^3 , etc. , 

les quantités-^',, A',, A' 3 , etc. ayant, en vertu de l’expression (28)", 
les déterminations absolues . . . (a8/" 

, </'•/* 
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en désignant ici par d la différence idéale A qui répond à l’accroisse- 
ment indéfiniment petit ou idéal dx. Il ne reste donc qu’à expliquer 
comment celte supposition idéale pour la quantité {, qui d’ailleurs est 
indispensablement xÉCEssAins, parceque, comme nous venons de le 
voir, ce n'est que par elle que peut avoir lieu la détermination abso- 
lue des quantités x,, x,, Xj.etc. en question, il ne reste, disons-nous, 
qu’à expliquer comment cette supposition idéale est elle-même pos- 
sible. — Four y parvenir, il suffit d’observer que, si la valeur idéale 
de i dont il s’agit , n’est considérée que comme une sàcLs sdmective 
DELA cÉNÉRATion de cctte quantité (, et non comme une loi obiec- 
xrvE DE LA DêTERMiifATioN même de cette quantité, c’est-à-dire, pour 
parler un langage moins philosophique , si cette valeur idéale de la 
quantité ( n’est considérée que comme un but intellectuel pour la 
génération de cette quantité, et non comme une donnée matérielle 
pour la détermination même de cette quantité, la supposition idéale 
en question est absolument possible et , par conséquent , rigoureu- 
sement vraie ; observation dont la certitude est apodictique et immé- 
diate, c’est-à-dire, telle qu’on n’a pas même besoin , pour la légitimer, 
de recourir à sa déduction présentée dans le second de ces Mémoires.— 
Donc, les DiFFêBEXcxs idéales qui entrent dans l’expression précé- 
dente (28)"', et qui sont proprement ce qu’on appelle différentielles (*), 
sont effectivement les élémens absolus de la génération des quan- 


( * ) Il rant ronarqucr que Ica dilTércncci idéales oa les dilFérenticUei ic tronTAnt ainsi 
être des fonctions indépendantes et même absolues, il fautqn'cUes aientdes lois propres • 

po^ leur génération, indépendantes des lois du développement des fonctions, desquelles 
dernières on les déduit communément; d'autant plus que ces lois du développement des 
fonctions , suivant ce que nous venons de voir, ne sont eUes-mêmes possibles que par ces 
différences idéales qui en sont les principes absolns. — Voyez, pour cela, la seconde 
Rote à la fia de l’onvrage. 

la 
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tités Ei> 3,, 3], etc. iormant les coefficiens du développement (ag) de 
la fonction F{x+ < ). Donc, les différentes Théories des dérivations ne 
peuvent présenter, pour la génération de ces coefficiens , c'est-à-dire, 
pour la génération de leurs fonctions dérivées, des lois indépendantes 
de FOHCTions niFFéaiHTirxLEs. — Ce qu'il fallait prouver en parti- 
culier. 

Or, pour en revenir à la Théorie de Lagrange , il résulte des preuves 
que nous venons de donner, savoir, de la preuve de ce que la Théorie 
des fonctions analytiques de Lagrange ne présente point de loi pour 
la génération des fonctions dites dérivées , et de la preuve de ce qu’il 
est même impossible que cette Théorie présente , pour la génération 
dont il est question , en général des lois indépendantes , et en parti- 
culier des lois indépendantes de fonctions différentielles, il résulte 
de ces preuves, disons-nous, que le principe tacite et fondamental de 
la conclusion (a6) de Lagrange , savoir, la cobiiaihasce de la natube 
des coefficiens du développement de la fonction ou des 

fonctions dites dérivées , n’a nullement lieu ; et , par conséquent , 
que cette conclusion (96) de Lagrange, formant évidemment l'essence 
de sa Théorie des fonctions analytiques, est tout-à-fait fausse. Bien 
plus, puisque la nature des fonctions dites dérivées , ou la loi de leur 
-génération, n’est point et ne peut même pas être connue hors du 
calcul différentiel, il résulte du procédé exposé au commencement de 
ce Mémoire sous les marques (a 3 ) et (94) , par lequel Lagrange arrive 
aux relations (aS) , procédé dans lequel la génération des fonctions 
différentielles dFx^ d'Fx , d^Fx , etc. se trouve bien déterminée , et 
dans lequel, au contraire, la nature des fonctions dites dérivées ne 
se trouve nullement déterminée, il résulte de ce procédé, disons-ntfts, 
TOUT LE conTRAiDE de la conclusion (96) de Lagrange, c'est-à-dire, il en 
résulte que ce sont les différentielles qui fixent et font connaître la 
nature des fonctions dites dérivées , et non réciproquement que ce 
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sont ces dernières fonctions qui font connaître la nature des différen- 
tielles, comme le voudrait soutenir Lagrange pour sauver sa Théorie 
des atteintes de notre Réfutation. — Mais , en voilà assez de cette 
Théorie: le respect que nous devons à la vérité nous impose le de- 
voir de ne plus la défendre loràqu’elle est devenue si évidente. Ce 
n’est même pas sans une véritable répugnance que nous sommes 
descendu jusqu’à répondre à la seconde édition de la Théorie des 
fonctions analytiques; car, en faisant même abstraction de l'évidence 
de notre Réfutation, l’auteur de cette Théorie a, pour le moins, dé- 
truit la dignité de cette discussion , en passant par-dessus toutes les 
considérations qui auraient dû le déterminer à réfléchir plus profon- 
dément sur sa production , et à ne point s’obstiner à faire valoir 
l'erreur; comme nous allons le prouver. 

D’abord, il est notoire que la Théorie des fonctions analytiques 
de Lagrange n’a pas eu l’accueil général des géomètres: ce ne sont, 
pour la plupart, que des jeunes gens qui n’ont pas encore eu le tems 
de mûrir leurs connaissances, ou des géomètres qui se bornent à 
reproduire les idées des autres, que cette Théorie compte pour 
sectateurs. En effet, immédiatement après l'apparition de la Théorie 
de Lagrange, M. Pasquicfa , dans ses Opiucula Stalico-Mechanica, 
publiés eu 1799, et spéciafement dans le premier volume portant le 
titre Ëlementa Analyseos et Geometriae sublim. ex evidentiss. notio- 
nibus principiisque deducta, s’est déclaré ouvertement contre les 
principes de Lagrange. Depuis ce tems, plusieurs autres géomètres 
se sont également prononcés, plus ou moins ouvertement , contre 
les mêmes principes: nous nous bornerons ici à citer M. Moennich , 
qui , dans son Lehrbuch der Mathemalik , paraît suivre généralement 
l'opinion des contemporains ; cet auteur, en parlant des principes en 
question {vol. II. §. a39), dit expressément: «Ob mau nun hiebei 
adurchaus an kein Âb-und-Zunehmen ohne Ende, oder an kein 
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« VerscbwiKden denken darf, besonders bei den Differentialen , da 
* inaa zur Quadratur und Rectification gekommrn wâre, lasse ich 
« dabin gestellt seyn. Frcilich ist es immer verstaltet, einen Begriff, 
« eine Aufgabe, ganz willkûrlich anzunehmen und sich vorzugeben. 
« Docb aber wilnscht man eine Dediiklion, gleicbsam einen Beweis 
« der Zulâssigkeitdesrichtigen Verfahrens bei'derZusammenstellung 
« grade dicser Merkmahie, um den zusammengesetzten Begriff zu 
■ furmieren ». Mais, pour citer une autorité irrécusable, nous rap- 
pellerons ici ce que nous avons déjà allégué dans notre Réfutation 
de la Théorie de Lagrange , savoir, que « dans un Mémoire lu à la 
«Classe des sciences de l'Institut, dans sa séance du ag avril 1811, 
« et publié récemment sous le titre de Mémoire sur les fonctions géné- 
« ratrices, les intégrales définies , et leur application aux probabi- 
« lités, etc., l'illustre auteur, M. le comte Laplace , passant en revue 
< les différens progrès du Calcul différentiel , ne dit rien de la 
« Théorie des fonctions analytiques de son illustre collègue , M. le 
« comte Lagrange » (*). — 11 nous semble que , dans cet état de l'opi- 
nion publique , il devenait d'une haute obligation pour l'auteur de 
la Théorie des fonctions analytiques , de réfléchir plus profondément 
sur cette Théorie, et sur-tout d’éviter d'en produire tout crûment 
‘ une seconde édition , lorsqu'une Réfuta Aon scientifique formelle se 
trouvait exister. 

En second lieu , on sait que la Théorie des fonctions analytiques 
est fondée sur le développement des fonctions en séries. — Lagrange, 
pour assurer ces fondemens de sa Théorie, a voulu démontrer k 
priori la forme des séries ou du développement des fonctions; et. 


(*) Il faut remarquer que ropinion de M. le comte Laplace, ai elle se trourait énoncée 
plus cUirement dans 1a suite, ne ponirait avoir ancune réacUon sur Vopinion générale 
dont il est ici qoestioo» 
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sans doute pour convaincre mieux le lecteur, il a appelé , déjà dans 
la première édition de sa Théorie, démonstration rigoureuse et géné- 
rale la démonstration qu’il a cru donner de la forme des séries, et 
qui se réduit à prouver que le développement d’une fonction F{x+i) 
en série, ne jurait contenir des puissances, fractionnaires de la 
quantité 1 par rapport à laquelle procède le développement. — Or, 
dans notre Réfutation de la Théorie de Lagrange, où nous avons fixé 
le vrai point de la question sur la forme des séries, nous avons 
prouvé que ces algorithmes indéfinis ou les développemens des fonc- 
tions , peuvent contenir, comme parties constituantes et essentielles, 
des puissances fractionnaires de la quantité par rapport à laquelle 
procèdent ces développemens. Nous l’avons prouvé , d’abord pab le 
FAIT , en présentant (pages g4 et gS ) le développement 

t t I 

= — «) -I- «)’ -t- — «)* +'«tc., 

dans lei^oel a et m sont deux quantités arbitraires, et dans lequel, 
de plus, la loi très réelle de la génération des coefficiens, pour un 
indice quelconque /<, a pour expression 


= 




•4'u, 


la quantité générale 4'ii étant donnée , pour un indice quelconque w, 
par la formule 

’l'.-i-i = {("■ — »)(* + * ) — }•'?'• + 

en ayant soin d’y substituer, après avoir pris la différentielle , la 
quantité a” à la place de la variable et en observant qu’on a 
'l', = 1 . — La même assertion , celle que les développemens des fonc- 
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tions peuvent contenir des puissances fractionnaires, nous l'avons 
prouvée, de plus, pab analogie, en montrant (dans la note de la 
page 98) que les puissances fractionnaires de la quantité par rapport 
it laquelle procèdent les développemens , peuvent entrer dans ces 
développemens comme parties constituantes et essentielles de la loi 
de cette génération algorithmique, de même qu’il entre, dans les 
développement des fonctions, certaines quantités arbitraires; par 
exemple , de même que , dans les développemens 


C05. a 

sin. a 4- — J — . (* — o; 


■in. a , CM. a 

.(* — o) -.(i — o) 4- elc. 

f.a ^ ' 1.1.3 ^ ‘ 


•in.o CO». O , 

CO», s = €0». a .{* — O) .{» — a ) 

I ' i.a ' 


tin. a 
1.1.3 


.(»— a)’_4- clc.. 


il entre la quantité arbitraire a comme partie constituante et essen- 
tielle de la loi de cette génération. — Nous avons encorè prouvé 
notre assertion pab la natubb MttiE du développement des fonctions 
en séries, en montrant (dans la note de la page 100) qu’à 4 a vérité 
sous la forme la plus particulière des séries, forme qu’on avait 
connue avant nous, savoir, 

-+• 1 ) A Bi -t- Cl* 4" ^1^ 4“ clc. , 

il ne pouvait entrer des puissances fractionnaires de i; mais que , 
sous notre forme générale des séries , savoir, 

/•(x-f-i) = A -4- B. fi -t- -4- 4- elc., 


il peut entrer, comme parties constituantes et essentielles de la loi 
de ces développemens , non seulement des puissances fractionnaires 
de la quantité i, mais même des fonctions transcendantes de cette 
quantité. — Nous avons prouvé enfin que même la pobve logique 
de la prétendue démonstration de Lagrange , dont il est question , 
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est inexacte, en montrant ( dans la note de la pa|;e io5) que , suivant 
rigoureusen^ent le raisonnement qui constitue cette démonstration 
de Lagrange , il ne devrait pas entrer des puissances fractionnaires 
dans le développement connu 

i — t — I — ) 

(z'—i) — — _ tic. (. 

• 

Mais, quand même tous les argumens de Lagrange seraient vrais, 
nous avons montré, de plus, qu’ils ne suffiraient nullement pour 
donner la démonstration de la forme des séries; c’est-à-dire, nous 
avons montré que , même en nous persuadant qu’il ne peut entref, 
dans les développemens des fonctions , des puissances fractionnaires 
de la quantité par rapport à laquelle procèdent ces développemens, 
il ne s’ensuivrait nullement qu'il dût y entrer des puissances entières 
de cette quantité, ou, ce qui est la même chose, qu’il existât des 
développemens des fonctions. Nous avons fait voir, jusques dans ses 
élémens, cette vérité importante concernant la nature des séries ou 
du développement des fonctions; en effet, nous avons fait voir, dans 
le second des Mémoires composant la Réfutation de la Théorie de 
Lagrange , que la démonstration de la forme des séries consiste pro- 
prement dans la démonstration de l’existence même des séries, et, 
par conséquent, dans la démonstration de la possibilité de l'équiva- 
lence générale entre une fonction quelconque et un certain algo- 
rithiqÿ indéfini formant la série, c’est-à-dire, dans la démonstration 
de la possibilité de l’équivalence 

F(x + i) = E. -4- s, . i -4- ÿ,.i‘ + Z,./* -I- + *lc., 

quelles que soient ^ fonction F et la valeur de i, ou généralement 
de l'équivalence 

/•(v-4-1) J. + J,, fi -♦- -t- + etc., 
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quelles qtie soient, de plus, la fonction fi et la valeur de l’accroisse* 
ment {. Cette haute vérité concernant cette espèce d'identité algo- 
rithmique entre une fonction quelconque et un certain algorithme 
indéhni formant la série ou le développement de cette fonction, pré- 
sente le phénomène intellectuel le plus remarquable dans toutes les 
Mathématiques; et nous pouvons même par là offrir aux géomètres 
un' critérium pour juger de la profondeur de leurs vues propres, 
suivant que personnellement ils peuvent, plus ou moins, approfon- 
dir la nature et apprécier l'importance de cette espèce d'identité 
aJgoritbrnique que nous venons de rappeler. — Aussi , avant même 
que nous eussions signalé cette haute vérité, plusieurs géomètres ont 
déjà senti la légèreté de la prétendue déinon$tration.de Liagrange; et, 
suivant le critérium précédent, ils auraient même pu entrevoir les 
bornes étroites où se trouvaient enfermées ses vues philosophiques. 
Nous nous contenterons ici de citer un Corps savant, l'Académie de 
Berlin, qui, parmi sts Mémoires de C armée i8or, a publié le Mémoire 
de M. Burja Sur le développement des fonctiora en séries, où ce savant, 
après avoir traité du développement des fonctions rationnelles, dit 
expressément (page ai) « Il est donc prouvé par l’expérience (*), que 
R le développement des fonctions les plus simples de l’algèbre peut 
a se faire de cette manière. On ne voit pas d’abord si la même chose 
« a lieu pour les fonctions plus compliquées. M. de la Grange, dans 
< sa Théorie des fonctions analytiques, a tâché de prouver la chose 
a à priori dans toute sa généralité. Mais sa démonstration nÿ laisse 
a pas que de prêter à quelques objections. Il fait voir d'abord que 
a toute fonction de x -t- < doit être, développée selon les puissances 
a de I, et ensuite que les coefBciens doivent se dériver l’un de l'autre 
• 

(*) Nous reniArqacrons, pour M. Burja, qu’une preuve rsa aariaiBiccE eu Mathé> 
maliquet, n’eat encore qu’une vérijtcaüon. et non une véritable démomtration. 
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K de la manière que nous venons de dire , du moins pour le fond de 
«la chose, quoiqu’il s^xprime un peu différemment. I.a seconde 
«partie de sa démonstration me parait sans réplique, c'est-à-dire 
« qu'en supposant le premier point, le second en résulte nécessaire- 
« ment. Il ne reste donc d'autre difficulté que celles qui concernent 
« la POSSIBILITÉ DE DÉVELOPPER TOUTE FoncTioN de X -+- 1, selon les puis- 
« sances de i, dont les ezyosans sont o, i , a, 3, etc. Le célèbre au- 
« teur parait avoir lui-même hé.sité à cet égard. Car, quoiqu’il éta- 
« blisse le théorème en général, il prouve ensuite qu’il y a telle valeur 
< de X qui rend la chose impossible. Il me semble néanmoins que ce 
« qui est vrai en général , devrait être vrai dans chaque cas particu- 
« lier. Ce n'est pas mon but d'entrer dans aucune discussion sur ce 
« sujet. » (*) 

£h bien, en dépit de toutes les preuves et du doute manifesté par 
les géomètres sur sa prétendue démonstration de la forme des séries, 
Lagrange reproduit littéralement la même démonstration dans la 
seconde édition de sa Théorie des fonctions, et, pour combler la 
mesure, il s’obstine à l’appeler, comme dans la première édition, 
démonstration rigoureuse et générale. 

Tel est l'adversaire auquel nous répondons : on jugera par là com- 
bien nous sont chers les intérêts de la vérité. — Mais, dira-t-on peut- 


(*) Nous pourrions encore citer d'une manière rictorieuse, le doute sur cette dé- 
monstration de Lagrange , manifesté dans le Rapport de l'Institut de France sur notre 
Réfutation de la Théorie de Lagrange {Foyez lei pages 89 et 107 de cette Réfutation), 
Mais ce serait nous prévaloir de la forme favorable que nous offrent les dispositions peu 
adroites de cette discussion. II nous répugne d'user de pareils moyens : d'ailleurs, nous 
n'en avons pas besoin. Nous préférons, par amour pour la vérité, de signaler que le 
doute manifesté dans le Rapport de ITnstitnt et la prétendue démonstration de M. Pois- 
son par laquelle ^ vent lever ce doute, rentrent dans les bornes étroites que nous 
venons de reconnaître dans les vues philosophiques de Lagrange. 

. 
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«tre, si les vues philosophiques de Lagfrange n’eUient pas bien éten- 
dues, il était impossible qu'il approCoodit la Philosophie qui venait 
d'étre donnée anx Mathématiques et, par conséquent, la Réfutation 
de sa Théorie des fbnotious, qui , plus ou moins, se tronve liée avec 
cette Philosophie ; de sorte que ce géomètre parait excusable d'avoir 
reproduit sa Théorie. — Nous savons bien que Lagrange n’a pu ap- 
profoudir notre Philosophie des Mathématiques ; nous le savions 
même avant d'avoir publié la Réfutation de sa Théorie des fonctions, 
et c’est pour cela précisément que nous avons joint, à cette Réfuta- 
tion , une découverte purement mathématique et telle que la décou- 
verte principale (*) de ce géomètre ne se trouve être qu’un cas très 
particulier de la nôtre : nous avions espéré que nous pourrions , au 
moins par là, faire naître quelques considérations; mais, malheu- 
reusement, tout a été inutile. 


(*) Le théorèmi tie Lagrange de 176S. — C'est là, co effet, U décosTerte principale 
de LagfâDge dans les MatKénatiqTies pures. — On sait quelle est la part que ce géotndtre 
a dans la découverte du Calcul des -uariationt ; d'aiUeara, cette découverte tonte entière 
n'est nuUcBent comparable à celle du théorème dont il s’agk. Le calcul des vanatkms, 
fondé sur une considération purement logique (Yojea Philos, des Mathêm. page 45), 
n'est qu'une certaine application du Calcul différentiel, et ne constitue point une branche 
fondamentale et distincte dans le domaine de l'Algorithmie ; tandis que ce théorème de 
Lagrange forme réellement une des premières lois, quoique très particulière, d'une 
brandie essentiellement distÎBCle et fondimentale , savoir , une des premtèrea lois de la 
Ttcnnic ns L'ALCoamniii. Aussi, cette loi ett>elle pour Lagrange, ce que sont le bi* 
nome de Newton et le théorème de Taylor pour leurs auteurs respectifs. 


Flir DU TROISJèHR MéMOIRC. 


Digitized by Google 


QUATRIÈME MÉMOIRE. 


Sur rÉloge de M. le comte Lagrange. 
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SUR L ELOGE 

DE 

M. LE COMTE LAGRANGE. 


L* cclArite de la Théorie des Fonctions analytiques de Lagrange, 
et les circonstances extraordinaires qui ont motivé et accompagné, 
d'une part, la conception d'une doctrine si étrange, et, de l’autre 
part, la Réfutation de cette Théorie, méritaient, ee nous semble, 
qu'on joignît, à cette Réfutation , un précis de la vie scientifique de 
lÿomine illustre qui est l’a*uteur d'une telle doctrine. La postérité, 
voyant un phénomène mathématique si bizarre, sera sans doute 
curieuse de connaître, et par conséquent désirera trouver, pour ainsi 
dire sous la main, sans aller chercher ailleurs, les traits scienti^ 
fiques principaux de l'auteur célèbre dont il s'agit. 

Pour cela, il se présente deux pièces en quelque sorte authen- 
tiques : i.°) la Notice historique sur M. le comte Lagrange, lue dans 
la séance publique de la classe des sciences de l'Institut impérial, le 
3 janvier i8i4, par M. le chevalier Delarabre , secrétaire perpétuel ; 
et 2 .°) un Supplément à cet éloge de Lagrange, publié dans le N.° 5^ 
du Moniteur (pour le samedi, a6 février i8i4). — Mais, la Notice 
de M. Delambre ne remplit pas bien notre but, par les deux raisons 
suivantes; ».°) Ce savant secrétaire, d'ailleurs grand astronome, ne 
s’occupe pas essentiellement des progrès de l'Algorithmie ou, comme 
on dit vulgairement, des progrès de ï Analyse; ce qui, sans préju- 
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dicii-r à sou savoir astronomique, paraît ne pas le rendre juge com- 
petent des travaux supérieurs de Lagrange: 3.°) Cette Notice de 
M. le chevalier Delambre porte plus sur la vie privée que sur la vie 
scientifique de Lagrange; car, ce qu’il faut ici conserver pour la 
postérité, c’est en quelque sorte la vie pragmatique, et non la vie 
physique de ce géomètre, c’est-à-dire, les csuses EXTéaiEunEs ou les 
occasions qui ont donné lieu à ses travaux, et les causes mréarEcaES 
ou ses opinions scientifiques propres. Au contraire, le Supplément k 
l'éloge de Lagrange, formant la seconde des deux pièces dont il 
s’agit, paraît tout-à-fait propre pour notre but, en ce que, d'abord, 
ce Supplément satisfait pleinement aux points principaux qu’exigent 
las deux raisons que nous venons d’alléguer contre la Notice de 
M. Delambre, et que,- de plus, il a l’avantage accessoire de n’être 
pas fait sur un moule commun, celui des Notices académiques, et 
de l'être cependant par un fbaicçais, ce qui, dans l’état de barbarie 
où se trouve encore l’Europe sur ce point, nous garantit contre la 
partialité que nous aurions eu à craindre si cet éloge -de Lagrange 
eût été fait par un étranger (*). — Nous nous en tiendrons donc à ce 
Supplément, que nous transmettons ici fidèlement tel qu’il se trouvé 
dans le Moniteur cité plus baut(**). 

On sera sans doute aussi curieux de connaître l’auteur de l’éloge; 


(*) Ce qui proave qne l'antenr du Snppltoeat dont il ot question, n'est pas un 
draiaou, c’est qae, soivut saisi le ooarant gdndrsl de l'Earope qoe noas venoat d« 
nommer dans le texte , U clietdw à établir la tapériorité matbéaBatiqae de d’Alembert 
lacEaler. 

(** ) Nous ne changerons rien , pas même i la forme de cette pièce ; ainsi , les carao- 
tères majuscules, italiques, etc., tout sera coosenré. — Qaant aux notes qui j tout 
jointes sous le nom de Notes du rédacteur, on ne dit pas quel est ce rédacteur, c'est-à- 
dire, si c'est le rédacteur du Moniteur ou le rédacteur de la Notice historique (AI. De- 
lambre) : dans cette incertitude, nous dirons Notes présumées de M. Deissmtre. 
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malbeureucemrat , nous ne pouvons pas l’apprendre à nos lecteurs, 
parceque cet éloge se trouve anonyme. Tout ce que nous pouvons 
induire de l'enseroble de cetle pièce, c'est que i°.) son auteur parait, 
à tous égards, l'égal de M. le comte I.jigrange, et que ses études 
favorites paraissent dirigées vers le Système du Monde , parcequ'il 
s’y arrête davantage par une espèce de prédilection, peut-être aussi 
pour donner le change. — Quoi qu’il en soit, voici la pièce. 


Lettre à M. le Rédacteur du Moniteur universel , sur t Eloge de 
Lagrange, parM. Delambre, publié dans les N", de ce journal 
des 17, 18 et iq janvier t8i4; suivie de quelques remarques, 
et d’un Supplément à cet Etbge. 

10 Férrier, i8i4< 

Monsieur, le Moniteur s'est empressé d'imprimer la Notice histo- 
rique sur Lagrange, lue à la dernière séance publique de l'institut, 
par M. le chevalier Delambre, Tun dÿs secrétaires perpétuels de la 
première classe. Ce tableau d'une vie pleine de travaux et de gloire, 
sera d'autant plus précieux aux uombreux admirateurs du génie de 
Lagrange, que ceux qui ont bien connu ce grand géomètre s’em> 
pres.seront d’attester qu'il y est peint avec autant de bdélité que de 
talent. Cependant, en examinant cette Notice avec toute l'attention 
qu'elle mérite, j'ai cru y remarquer une erreur sur un point qui a 
quelque importance, tandis que sur un petit nombre d’autres , qui 
en ont beaucoup moins, j'aurais de.siré plus d'exactitude, ou ne point 
trouver matière à douter. En vous adressant, Monsieur, les remarques 
que j'ai fiâtes sur cet excellent article de biographie, je me permets 
d'y joindre quelques nouveaux détails sur l’homme célèbre dont il 
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Dous retrace Thistoire. L’avantage que j'ai eu de voir de prés M. La- 
grange pendant plusieurs années, est un garant de leur authenticité, 
et me fait penser qu'ils seront lus 'avec intérêt par les amateurs de la 
géométrie. On y trouvera sur-tout des directions vraiment précieuses 
pour l'étude de cette belle science. Je crois devoir les publier, dans 
l'espoir que les jeuues géomètres qui en auront connaissance, sau- 
ront mieuaen profiter que celui qui avait eu le bonheur de les re- 
cueillir de la bouche d'un si grand maître. 

Agréez, Monsieur, l’assurance de mes sentimens distingués. 

L. B. M. D. G. 

Dans l'un des premiers alinéas de la Notice, on nomme Halley 
comme auteur d'un Mémoire composé tout exprès pour démontrer 
la supériorité de l’analyse moderne, et qui fit abandonner à Lagrange 
l’étude exclusive de la géométrie des anciens. Mais, en admettant le 
fait, ce Mémoire était-il bien de Halley (a)? Quand on n'a point au- 
près de soi la collection des Transactions philosophiques, on ne ]>eut 
réclamer contre cette assertion avec une entière assurance. Cepen- 
dant il serait permis d’en dou|er, en remarquant que Halley a con- 
sacré une partie considérable de sa vie à publier, à restaurer et A 
restituer les ouvrages d’un ancien géomètre des plus fameux {^Apol- 
lonius)-, que, dans ses nombreux écrits sur les méthodes des anciens, 
il n'a cessé de les vanter et d'exciter à leur étude; qu'ami de Newton, 


(a) L'anecdote »ar Balle/ a été racontée par N. Lagranget daoa nne séance du bureau 
des longitudes. Le Mémoire cité est celui ou Ton trouve la formule générale da foyer 
d'on verre. Halley était admirateur des anciens géomètres; mais il ne dissimulait pas la 
supériorité de l’analyse moderne. Ainsi, pour les logarilbmes , il avait tiré du binôme 
de Newton et du calcul des fluxionsi des expressions ^Vji prc/rrables aux méthodes 
iaborieuttt des premiers inventeurs. ( Soie présumée de M. Delambre. ) 
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il partageait le préjugé de ce grand homme en faveur de la géométrie 
pure, ét qu’il contribua puissamment à faire publier les Principes 
sous la forme synthétique que l'illustre auteur leur a donnée; enfin, 
qu’à l'exception d'un petit nombre de points du calcul algébrique 
ou de la théorie des équations, il n’a traité dans ses écrits d'aucune 
des branches qui constituent proprement l’analyse moderne. 

D’après le même article, Lagrange aurait été professeur aux écoles 
d’artillerie dès l’âge de seize ans (b). Mais, si l’on exige une exacti- 
tude rigoureuse dans les éjxrques, celle-ci me semble douteuse; car 
Lagrange m’a souvent ré|>étc qu’il ne commenra l'étude des mathé- 
inatiques qu’cti 1763, dans sa dix-septièrac année, et il m’a dit (une 
seule fois, à la vérité) que c’est à l’âge de dix-neuf ans qu’il fut nommé 
professeur. 

Comme on peut être curieux de connaître la série de ses premiers 
travaux, je vais, d’après lui, la rapporter dès-à-présenl. 11 étudia 
d'abord l’arithmétique, les élémensd’Euclide, et l’algèbre de Clairaut; 
puis, en moins de deux ans . il lut dans l'ordre où je les énonce: 
les Institutions analytiques de M”' Agnesi, Y Introductio d’Euler, les 
Leçons de Jean Bernouilli, la Mécanique d’Euler, et les deux pre- 
miers livres des Principes de Newton, la Dynamique de d’Alembert, 
le Calcul intégral de Bougainville, enfin le Calcul différentiel et le 
Methodus inveniendi d’Euler. Ce fut, comme on le sait, l’étude de ce 


(&) C'est d'après la dernière conversation de H. Lagrange, recueillie par 51. Chaptal, 
qu'on a dit seize ans. Le Journal de CEmpire, du avril i8i3, l’a dit de même. 
M. dans sa notice imprimée vers le même tems, a dit quinze; mais M. Cossali a 

dit dix-neuf dans son £Ioge imprimé en Italie. A dix-neuf ans, c'est-à-dire en 1755 , 
Lagrange avait déjà communiqué à £uier des découvertes importantes; et , pour profes-^ 
ser à seize les mathématiques élémentaires, il n'avait besoin d'aucun des ouvrages dont 
il commença la lecture à l'àge de dix-sept ans. {^Note presumee de M. Delambre.')i 
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dernier ouvrage qui le conduisit k découvrir le calcul des variations. 

En parlant de l'origine de cette brillante découverte, telle que 
I^agraiige lui-même doit l'avoir racontée deux jours avant sa mort, 
le savant auteur de la Notice a laissé par mégarde échapper une er- 
reur importante, qui rend peu intelligibles les deux articles consa- 
crés à ce détail (c). On y confond la découverte de la méthode des 
.variations, avec celle d'une de ses plus belles applications, le théo- 
rème général de mécanique, auquel on a laissé le nom de Principe 
de la moindre action. 

Pour le faire voir, il devient nécessaire de reproduire les deux ar- 
ticles de la Notice (i). 

Les premières tentatives pour déterminer le maximum et le m{ni~ 
mum dans toutes les formules intégrales indéfinies, avaient été faites 
à l'occasion de la courbe de la plus vite descente et des isopérimetres 
de Bernouilli. Euler les avait ramenées à une méthode géssérale , dans 
un ouvrage original où brille par-tout une profonde science du cal- 
cul; mais, quelque ingénieuse que soit sa méthode, elle n avait pas 
toute la simplicité quon peut desirer dans un ouvrage de pure ana- 
fyse. L’auteur en convenait lui-même , il croyait apercevoir la néces- 
sité dune démonstration indépendante de la géométrie; »il parait 
« entièrement se défier des ressources de F analyse, et finit en disant: 
• si mon principe n est pas suffisamsnent démontré, comme cependant 


(r) Ce qui a rendu ces deui articles peu intelligibles, c'est qu'ils ont ^té abn^gés pour 
la lecture publique, qui t force de supprimer un grand tiers de la notice. Dans la pre- 
mière rédaction, on nonunait expressément et séparément le calcul des variations et le 
principe de la mointlrr action; et dans une note, on citait les deux passages latins ci- 
après, dont l'un est relatif à Pdp, et l'autre au principe métaphysique. 

( A'o/< présumée de 3 /. DelambreJ) 

(i) Voyez U Moniteur 17 janvier, page 67, col. 3 . 
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« U est conforme à la vérité, je ne doute pas qu’au moyen d'une saine 

• métaphysique on ne puisse lui donner la plus grande évidence, et 

* fen laisse le min à ceux qui font leur état de la métaphysique. 

• Cet appel, auquel n'ont pas répondu les métaphysiciens, fut en- 
« tendu par I^agrange, dont il excita F émulation. » En peu de tenu, 
le jeune homme trouva la solution dont Euler avait désespéré ; il la 
trouva par Fanalyse; « et, en rendant compte de la voie qui l'avait 
mfionduit à cette découverte , il dit expressément, et comme pour ré- 

* pondre au doute d’Euler, qu'il la regarde non comme un principe 

* métaphysique, mais comme un résultat nécessaire des lois de la mé- 

• canique, comme un simple corollaire d’une loi pliu générale, dont 

• il a fait depuis la base de sa Mécanique analytique. (Voyez ou* 
« vrage, page 189 de la première édition.) » (3). 

Donnons maintenant quelques détails exacts. 

Dans son fameux ouvrage sur les isopérimétres ( Methodus inve- 
niendi, etc.), Euler exprimait le désir qu’on trouvât une solution 
purement analytique de la question générale. Voici ses termes, page 
56 de l’ouvrage cité: Desideratur itaque Methodus a resolutione geo- 
metricd et lineari libéra, quâ pateat in tali investigatione maximi 
minimi-ve , loco P dp scribi debere ' — pdP. Tel est F appel que La- 
grange entendit, et auquel il ré|K>ndit par la découverte de la mé- 
thode des variatioru. D'ailleurs, il n’a rien publié sur les idées qui 
l’y ont amené; et il ne la mit au jour qu’en 1763, après t'avoir ce- 
pendant communiquée par lettres à Euler, dès l’année lyâS. {Eoyet 
les Mélanges de Turin, tome IV, page i63.) 

D'autre part, à la suite de l’ouvrage sur les Isopérimétres, Euler 
avait inséré deux appendices, l'un sur les courbes élastiques, l'autre 


(a) En transcrivant ces deux articles, on a marqué par des guillemets les passages 
<jui ntepenvent point s'appliquer i ta découverte de la méthode des variations. 
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•ur le mouvement des projectiles; c’est dans celui-ci qu’il démontra 
« que, dans les trajectoires décrites par des forces centrales, l’inté- 
c grale de la vitesse, multipliée par l'élément de la courbe, fait tou- 
« jours un maximum ou un minimum. » Mais il ne reconnut cette 
propriété que dans le mouvement des corjxs isolés, et fit de vains 
efforts pour l’étendre au mouvement de ceux qui agissent les uns 
.sur les autres d'une manière quelconque. Tout ce qu’il put faire, 
ce fut d'e.ssayer de s’assurer par un argument métaphysique que 
chose devait être ainsi ; et il termina cette dissertation par la phrase 
suivante : Cujus ratiocinii vis, etiam-si nondum salis perspiciatur, 
tamen quia cum veritate congruit, non dubito quin, ope principiorum 
sardhris metaphysicœ, ad majorem evidentiam evehi queat; quod 
negotium aliis, qui melaphysicam projüentur, relinquo. 

T..agrauge, possesseur de la méthode des variations, ne tarda pas 
à l'appliquer à cette question , et en communiquant à Euler, dès 
ij 56 , qu’il avait réussi à étendre sou beau théorème à un système 
quelconque de corps , il lui fit counaître la manière de s'en servir 
pour résoudre tous les problèmes de dynamique. CV’oyez les Mélanges 
de Turin, tom. IV, page 166.) On voit encore par sa pièce de prix 
sur la libration de la lune , qu'en 1764, il avait déjà reconnu que ce 
prétendu principe de la moindre action n'était qu’une conséquence 
de celui des vitesses virtuelles ; mais ce n’est guère que dans sa Méca- 
nique analytique qu’il a démontré cette conséquence , et c’est U seu- 
lement que, sans rendre compte de la voie qui l'a conduit à sa décou> 
verte , il dit qu’il regarde le principe de la moindre action , non 
comme un principe métaphysique, mais comme un résultat simple 
et général des lois de la mécjinique. (page 189. ) 

Je me hâte de relever encore deux légères inexactitudes qui se ren- 
contrent dans la Notice. 

On y lit que le concert de louanges dont Lagrange était l'objet ne 
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fut troublé qu’une seule fois. Il eût mieux valu dire, que par un seul 
homme (<f); car Fontaine attaqua Lagrange dans les Mémoires de 
l’Académie, à deux reprises; en 1767, sur la méthode des variations, 
et en 1768 , sur la solution du problème des tautoclirones. Aussi La- 
grange répondit-il deux fois : à la première attaque , dans le qua- 
trième vol. des Mélanges de Turin, et à la seconde, dans les Mémoires 
de Berlin pour 1770. — Ou trouve plus loin que les leçons de La- 
grange à l'Ecole Polytechnique , qui ont paru sons le titre si connu 
de Théorie des fonctions, sont le développement des idées dont le 
germe était dans deux Mémoires publiés en 177a (e). Or, on n'a de 
lui qu'un seul Mémoire sur ce sujet ; il se trouve dans le Recueil de 
l'Académie de Berlin pour cette même année. A cette occasion, il 
peut être convenable de rappeler qu’Arbogast , dans un écrit envoyé 
à l'Académie de Paris en 1789, avait devancé Lagrange dans l'appli- 
cation à la géométrie de l'idée principale de ce Mémoire de 1772. 

Après CCS observations , pour la plupart assez minutieuses , pas- 
sons au supplément que nous avons promis, et rapportons fidèle- 
ment ce qu'une longue fréquentation de ce grand géomètre nous a 
permis de recueillir de sa conversation. 

La Notice cite de lui un mot piquant : Si f avais eu de la fortune , a 
dit Lagrange, yè n'aurais probablement pas fait mon état des mathé- 
matiques. Il faut qu'il regardât un tel obstacle comme bien réel ; car 
je ne puis oublier qu'un jour qu'on lui présentait un jeune homme 


(rf) L*üb»ervation est jastc, l’expression par un seut homme eût été rigoureasement 
exacte. ( iVo/e pn-sumèe ele M. Delatnhre. ) 

(e) II n’y a en effet qti’nn seul Mémoire snr les véritables fondemens du calcul diffé- 
rentiel dans le volume de 177a. Mais, dans le même volume, il y a sur les équations al- 
gébriques un second Memoirej c’est ce qui a occasionné celte méprise peu im^iortante. 

(iVo/e présumée de M. Detambre.) 
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comme s’adonnant aux sciences exactes avec beaucoup d’ardeur, sa 
première question fut: « Avez-vous de 1.1 fortune?» Et sur la réponse 
qui ne fut pas tout-à-fait négative, il répliqua : aTanI pis , Monsieur. 
« Le défaut de fortune et de l’existence qu’elle donne dans le monde, 
a est un aiguillon constant que rien ne peut rempLicer, et sans lequel 
«on n’apporte point k des travaux aussi pénibles toute la suite né- 
« cessaire. » L’événement a justifié depuis la vérité du pronostic. 

Il s’elTrajait , en effet , pour ceux qui aspiraient à de véritables 
succès dans l’étude de l’analyse , des progrès immenses qu’elle avait 
faits depuis le tems de ses premiers travaux. Il disait une fois, avec 
cette naïveté qui ne le rendait pas moins intéressant que son génie , 
et en montrant une pile d'ouvrages modernes déposée sur sa table: 
« Je plains les jeunes géomètres qui ont tant d’épines à avaler. Si 
« j’avais k recommencer, je n’étudierais pas : ces gros me feraient 
« trop peur. t> Il ajouta peu après ; « On aura beau faire , les vrais 
« amateurs devront toujours lire Euler, pareeque dans ses écrits tout 
« est clair, bien dit , bien calculé , pareequ’ils fourmillent de beaux 
« exemples, et qu'il feut toujours étudier dans les sources. » 

Toutes les fois qu'on parlait devant lui de quelque nouvelle édition 
d’un livre de géométrie , il exprimait le voeu qu'on réimprimit , en 
un seul volume , les ouvrages originaux sur l’analyse infinitésimale ; 
savoir, la Méthode de Fermât pour les maxima et les minima; le 
Mémoire de Leibnitz qui contient l’exposition du calcul différentiel 
( Actes de Leipsick pour 1684 ); les Infiniment petits de Lbôpital , et 
les Leçons de calcul intégral de Jean Bernouilli. Il faisait un cas 
particulier de ces Leçons, et reconnaissait devoir beaucoup à leur 
étude , par la raison sur-tout que dans sa jeunesse on ne faisait que 
les lui prêter, et qu’il était ainsi dans l'obligation de n’en rien oublier. 
Cette réunion des premiers inventeurs dans toute leur pureté, plai- 
sait à son imagination. 
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Il aurait ausai desire qu’on formât une collection de quelques 
écrits ou Mémoires remarquables, d'une date postérieure, tels que 
celui d'Ëuler sur les mouveraens de rotation (Berlin, 1758), cejui 
de d'Âlembert sur quelques méthodes du calcul intégral .(Berlin, 
1748), etc. U admirait singulièrement dans ce dernier ouvrage l'in- 
génieux artifice de l'auteur pour éviter la difficulté que présente le 
cas des racines égales dans les équations linéaires ; et remarquait sou- 
vent avec quelque amertume, que l'on paraissait oublier peu-â-peu 
combien les sciences exactes devaient au génie de ce grand géomètre. 
« Dès mes premières études, disait-il, j’avais conçu pour d’Alembert 
« une admiration passionnée , et je l’ai toujours conservée , parceqtie 
• c’est lui qui , dans le siècle dernier, a fait le plus de brillantes dé- 

■ couvertes. Je conviens cependant qu’on étudiera plutôt Euler dans 
K tous les tems, et avec raison , parcequ'il a mieux écrit. Ce sont là 

■ mes deux grands hommes, ajoutait-il , ceux dout je fais le plus de 
« cas après Newton; mais tout le monde ne peut pas être aussi heu- 
« reux que Newton. « Aussi ; dans nos troubles civils, lorsqu’il brûla 
presque tous ses papiers et ses correspondances , celles de d'Alem- 
bert et d'Euler échappèrent seules â une proscription qu'il croyait 
nécessaire. 

Il est donc permis de penser que Lagrange n’aurait pas entière- 
ment approuvé l’expression de l’auteur de la Notice qui peint Euler 
comme tenant le sceptre de la géométrie {/~) au moment où le premier 


• (/) Euler était trop modeste pour écrire ou même penser qu'il tint le sceptre des 

mkthifnttiqnn; mais c'est anjourdlmi une opinion assee généralement répandue. Les 
fragmrns d'une lettre adressée i nn ami de d'Alemhert pourraient n'étre pas l'eapressioB 
bien exacte des srjitimens d'Euler. Ou y voit cependant qn'ii se croit en éUI de déeou- 
erar tout, eU potmUt laeoir qmcique petite etme de ta méthode de d’Jiembrrt; autti 
peu que ce fût. Quelques géomètres xirans, qui oui connu d'Alembert, doutent an peu 
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entrait dans la carrière. Voici d'ailleurs quelques fragmens de lettres 
autographes d'Euler qui prouvent qu’il n'était pas lui même disposé 
à s'arroger tant de supériorité sur son illustre émule. Elles ont été 
adressées de Berlin à un savant français , dans les années i ^Sa et sui- 
vantes. , 

M. d’ AlembeH a sur-tout le génie de V invention , et on le voit à 
tout ce qu’il fait. Son chef-d œuvre est son ouvrage sur la préces- 
sion et la nutation; et cette question est tout ce que C on peut de plus 
difficile. 

Je suis dégoûté de travailler sur la théorie de la lune, depuis sur-tout 
que M. d Alembert a dit avoir une manière particulière de traiter les 
approximations et de fort peu négliger. Je voudrais en savoir quelque 
petite chose, aussi peu que ce fût: je me chargerais bien de découvrir 
tout. 

Je vous suis bien obligé des éclaircissemens que vous m'avez donnés 
de l’ouvrage de M. d Alembert sur la lune, dont f attends avec la plus 
grande impatierux la publication. Plus j approfondis les difficultés 
dont cette recherche est enveloppée , plus je suis convaincu que per- 
sonne n’est capable de les surmonter que SI. d Alembert, dont la pé- 
nétration excite en moi autant d admiration que d'estime (3). 


da plalfir qu’Eulcr eût ressenti en voyant d’Alerobcrl à la t^te de l'Aradémie. Euler 
^laît le gt'^omèlre dont Lagrange parlait avec plus d'admiration; et, parmi les géomètres 
français de cette époque, Clairaot était celui dont U avait adopté les calculs avec plus 
de confiance, et sans se croire obligé de les vérifier. (iVdie présumée de M. Delambre.') 

(j) Ces fragmens font connaître Topinion dTuler snr le géomètre; je me pennels 
d'en ajouter un qui montre ce qu'Euler pensait de Yhom/ne, 

J'ai eu Vhonneur de voir ici M. d'Jlemberi qui m’a témoigné à tout égards tant 
^amitié que J’en suis tout^-fait pénétré de reconnaissance , et que Je senüs infiniment 
ravi s’il acceptait la place de président de notre académie» Ce serait assurément le ttul 
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Rappelons-nous que de tels témoignages ont été rendus par de tels 
hommes à celui qui , le premier, donna une méthode générale pour 
réduire toutes les questions de mouvement à des questions d’équi- 
libre; découvrit les principes du mouvement de rotation des corps 
solides et les équations rigoureuses du mouvement des fluides; intro- 
duisit dans la physique le calcul aux différences partielles; résolut 
avec la rigueur nécessaire les problèmes des cordes vibrantes , de la 
précession des équinoxes et de la nutation, et traita généralement la 
question de la figure des planètes; à l'auteur de la méthode d'inté- 
grer les équations simultanées et de plusieurs autres procédés de cal- 
cul intégral non moins féconds et ingénieux ; au géomètre dont la 
solution du problème des trois corps est préférée par l'illustre auteur 
de la Mécanique cilette , et qui porta un coupd'œil philosophique 
sur toutes les bases des mathématiques pures et appliquées; rappe- 
lons-nous tous ces vrais titres de gloire , et nous pourrons, il est vrai, 
nous borner à rire de ce journaliste anglais qui parle de d’Âlembert 
comme d’un plagiaire (4) ; mais nous regretterons, pour l'honneur de 
la nation , que des Français, parlant de son fameux principe de dyna- 
mique, aient employé l'expression de principe attribué à d’Alembert: 
comme s’il ne lui appartenait pas à bien plus juste titre que celui 
des vitesses virtuelles n’appartiendrait à Lagrange lui-méme ; comme 
si la solution du problème des centres d'oscillation par Jacques Ber- 
nouilli , où l’on trouve l'emploi d’une idée analogue , eût renfermé 


moyen de nous rendre heureur ici; or, Je me Jlatte qu’à la fin il se rendra aux instaneas 
qu’on lui a /ailes. ^ Maintenant, mon fils atné est asse% bien établi, depuis que, sur 
ta reastnmandation de M. d’Alembert, le roi lui a accordé une pension de sir cents 
écus, Ceci â élément en 1763. {ü^ote de l’auteur de l’éloge.) 

( 4 ) Dftiu le Quaiteriy Review, cilé pu le JournaJ de l'Empire do t 5 janvier 1814. 

• ( Noie de l’auteur de l’éloge. ) 
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ce principe si clairement, qu'on dût en rapporter la découverte à ce 
"eoraetre.! Cependant, cette solution était depuis qu.arante. ans entre 
les mains des autres , de Rernonilli , de Taylor, de Côtes, de Maclau- 
rin , de Fontaine, de Clairaut, d'Euler lui-ménie, qui ne cessaient 
de SP proposer des questions particulières de dynamique, sans qu'au-> 
Clin d'eux eût songé à y trouver ce fameux principe; et quand une 
Cois d'Alemberi l'eut public , tous ces défis tombèrent pour jamais. 

Revenons à Lagrange dont celte longue digression nous a peut-être 
trop écartés. 

En parlant du bonheur Ae Newton qui avait trouvé un ijrstéme du 
Monde à expliquer ( bonheur, remarquait-il d’un air sérieux et pres- 
que chagrin, qu'on ne rencontre pas tous les jours), il se plaisait à 
citer ce qu’il appelait aussi le bonheur d’un de ses confrères , dont le 
génie inventif et original l'avait fortement frappé. Nous allons même 
nous hasarder à citer de lui un propos 4 ce snjet qui peint fidèlement 
sa manière naïve de s’exprimer quand il était vivement pénétré; 
« Voyez, dit-il un jour, ce dia... de **' *. avec son application de l’a- 
■ nalyse à la génération des surfaces, il sera immortel, il sera im- 
« mortel !... » 

1* .Sa candeur était ^ale à sa pénétration , et le contraste habituel de 
ces deux grandes qualités de son esprit et de son caractère, donnait 
à son commerce un haut degré d’intérêt et de piquant. Comme il 
n’avait que des idées parfaitement nettes, il voulait toujours que 
leur expression fût une peinture fidèle de ses conceptions. De là , 
quand il avait commencé quelque phrase qu’il désespérait d'achever 
assez clairement, ces interruptions originales, suivies pour l'ordi- 
naire de son mot favori , je ne sais pas, je ne sais pas.... Sans cher- 
cher à la retourner autrement , ilia laissait là brusquement. Souvent 
aussi ces silences imprévus étaient causés par une idée nouvelle qui 
venait à la traverse, et qui absorbait rapidement son intelligence re- 
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chercheuse (5). Qui ne l'a pas vu s’interrompre ainsi tout>à-coup aux 
leçons qu’il donnait li l’Ecole polytechnique, paraître quelquefois 
embarrassé comme un commençant, quitter le tableau et venir s’as- 
seoir en face de l’auditoire , tandis que maîtres et élèves , confondus 
sur les bancs, attendaient dans un respectueux silence qu’il eût ra- 
mené sa pensée des espaces qu’elle était allée parcourir! 

Le vrai talent obtenait toujours son suffrage ; j’ai presque dit son 
homma^, tant il avait de modestie. Il ne parlait de ses prédécesseurs 
dans la carrière , et de ceux qui de nos jours s’y sont fait un nom 
mérité , qu’avec la plus haute estime et les plus grands égards. Le 
seul Condorcet ne pouvait trouver grâce devant lui ; il disait que 
cet académicien « n’avait fait de passable que son premier ouvrage-, 
« que ses antres productions étaient médiocres ou mauvaises , et 
K qu’il n’avait de toute sa vie intégré une équation nouvelle ; qu'il 
« aurait gâté l’analyse si on l’eût laissé faire , et qu'elle devenait entre 
K ses mains un barbarisme complet. * 

Il lui reprochait , comme â Fontaine, d’avoir cherché des méthodes 
directes d’intégration , et paraissait convaincu que c’est une véritable 
folie de penser à en découvrir. Il blâmait aussi d’Alembert d’avoir 
tranché trop séchementla question des forces vives en soutenanlque 
ce n’était qu’une question de mots , et se proposait d'éclaircir plus 
complettement cette fameuse discussion. 

Quand il parlait du système du Monde, une de ses remarques fa- 
vorites était celle de la disparité entre qnelques-unes des constantes 
des orbites et les autres élémens. « Il semble , disait-il, que la nature 
« ait disposé ces orbites exprès pour qu’on puisse les calculer. Ainsi , 
« l'excentricité des planètes est très petite , et celle des comètes est 


^5) Etpression bien vraie de Hérault de Séckettesy en parlant de Lagrange. 

‘ * ( Note de V auteur de V éloge , } 
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» énorme. S;»ns cette clisp.irité si favorable aux approximations , et si 
O CCS constantes étaient d’une grandeur moyenne, adieu les Gio- 
« mètres; on ne pourrait rien faire. » 

Souvent il laissait voir quelque inquiétude sur l'imperfection des 
méthodes d’approximation employées dans l’astronomie physique, et 
paraissait craindre qu’elles ne devinssent une espèce de mine d’où 
l’on tirerait à-peu-près tout ce qu’on voudrait. Mais il ne manifestait 
guères ces doutes qu’à voix basse, pour ainsi dire, et en les accom- 
pagnant de plusieurs je ne sais pas. 

11 se repentait de n’êtrepas revenu plus souvent sur quelques par- 
ties de ses ouvrages qui offraient des erreurs à relever ou des omis- 
sions à réparer. «Je ne l’ai pas fait, parceque c’était l’habitude de 
« d’Alembert et qu’on s’en moquait; mais aussi, ajoulait-il, je me 
« suis laissé souffler bien des découvertes importantes qui étaient la 
< suite de mes Mémoires. » 

Dans le grand nombre de ses écrits, celui pour lequel je l’ai vu 
témoigner le plus franchement son estime , traite du calcul intégral 
des fonctions irrationnelles; il est inséré dans le recueil de l’Académie 
de Turin, pour 1784. D’ailleurs il parlait peu de ses propres ouvrages, 
et sa modestie ne le disposait pas à en conseiller l’étude. 

Sa grande réputation l’exposait à être souvent consulté par ceux 
qui voulaient faire des progrès dans l’étude de la géométrie , et qut 
pensaient avec raison qu’il pourrait aisément leur indiquer la meil- 
leure direction à imprimer à leurs travaux. Mais il aimait peu à don- 
ner des conseils de ce genre: il avait si parfaitement étudié seul et 
sans guide , qu’il croyait de bonne foi les autres aussi heureusement 
nés que lui. .Sa réponse ordinaire était qu’en géométrie il ne faut pas 
de maître, et qu’on n’apprend bien que ce qu’on apprend soi-méme; 
ou , quand on insistait; « Etudiez Euler, et attachez-vous à résoudre 
« tous les problèmes que vous rencontrerez; car en lisant les solu- 
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c lions d'un autre , tous n’appercevrez ni les raisons qu'il a eues pour 
« se tourner de tel ou tel côté, ni les difficultés qu'il a trouvées sur 

< son passage. > 

Un jour qu’il m'entretenait de cette répugnance à donner des di- 
rections et à conseiller une manière d'étudier plutôt qu'une autre , 
il la rapporta à ce qu'il n'avait jamais eu de maître ni de compagnon 
, dans ses travaux , en sorte que les occasions de traiter ce sujet lui 
ayant manqué, il n'en avait point l'habitude. < Ce n'est pas, conti- 
« nua-t-il, que je n'eusse pu en parler tout comme un autre; car je 
a crois avoir bien réfléchi de bonne heure sur la meilleure marche à 
c suivre dans l'étude de l'analyse , et je m'étais fait un certain nombre 
c de principes que j'ai toujours- fidèlement suivis , et que je vais vous 
« citer t 

« Je n’étudia» jamais dans le même tems qu’un seul ouvrage ; mais 
« s’il était bon , je le lisais jusqu’à la fin. 

« Je ne me hélhsais point d’abord contre les’difficultés , mais je les 
<i laissais pour y revenir ensuite vingt fois s'il le fallait ; si après tous 
« ces efforts je ne comprenais pas bien , je cherchais comment un 

< autre géomètre avait traité ce point-là. 

« Je ne quittais |X>int le livre que j'avais choisi, sans le savoir, et 
■ je passais tout ce que je savais bien quand je le rencontrais de 

< nouveau. 

« Je regardais comme assez inutile la lecture des grands traités d'a- 
n nalyse pure :-il y passe, à-la- fois, un trop grand nombre de méthodes 
« devant les yeux. C'est dans les ouvrages d’applications qu’il faut les 
« étudier ; on y juge de leur utilité et on y apprend la manière de 
« s'en servir. Selon moi, c’est aux applications qu'il convient sur- tout 
a de donner son tems et sa peine; et il faut se borner, en général, à 
« conju/ter les grands ouvrages sur le calcul, à moins qu'on ne ren- 
*« contre des méthodes inconnues ou curieuses par leurs usages ana- 
« lytiques. 
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< Dans mes lectures je réfléchissais principalement snr ce qni pou- 
< Tait avoir guidé mon. auteur à telle ou telle transformation ou 
«substitution , et à l'avantage qui en résultait; après quoi je cher» 

« chais si telle autre nlabt pas mieux réussi , afiiMÉMinMflélhmlHih 
« pr.-i tiquer habilement ce grand moyen de l'analygf^nen^'tanvsSMM 
/i,-.» Je lisais loui«urs la plume à la main , dévelo|fnMMMmwfli^ 

M culs , et m’exerçant sur toutes les questions que je rencontrais; et 
« je regardais comme une excellente pratique celle de fiûaé l'analy» 

& des t méthodes , et même l'extrait des résultats, quand l’ouvrage 
«< était important ou estimé. >.fcnaMsi^4bo|p«fli«sséMI|M<aihMh>> 

,^a#Aès mes premiers pas^jiairgjhtHqhéNMIpftiéfeéllîMai^^ 

SM|>our avqir occasion d'inventer ; et à me fairn^iHÉMih^e possible, 
k des théories à moi sur.. 1rs points essentiels , ahii de les mieux gra- 
« ver dans ma tète , de me les rendre propres , et de m’exercer à la 
« composition. 

« J'avais soin de revenir fréquemment aux consMérationa géomé- 
« triques , que je crois très propres k donner au jugement de la force 
« et de la netteté. 

« Enfin , je n’ai jamais cessé de me donner chaque jour une tâehe t 

.« pour le lendemain. L’eaprit est paresseux ; il &ut prévenir sa là- 
« cheté naturelle , et le tenir en haleine pour en développer toutes 
« les forces et les avoir prêtes au besoin ; il n’y a que l’exercice pour 
« cela. C’est encore une excellente habitude que iielle de faire , autant 
« qu’on le peut, les mêmes choses aux mêmes heures, en réservant 
« les plus difficiles pour le matin ; je l’avais prise du roi de Prusse, et 
«j'ai éprouvé que cette régularité rend peu-ê-peu le travail plus facile 
' « et plus agréable (6). » 


(6) Je pnii affirmer que U»> cea />nifcÿ>er m’ont éW communiqués ptr M. Lagrange, 
itana une soirée dont il ««ait employé la première partie à m'assurer de nouveau qu'il 
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A propos de son quatrième principe , il me dit encore qu’à peine 
instruit des premières méthodes de calcul diCférenliel et intégral , il 
avait entrepris la lecture de la Mécanique d’Euler, où il n'apprit pas 
seulement la dynamique, mais encore le calcul intégral proprement 
dit, et qu'il se rappelait que ce travail avait singulièrement accru ses 
forces. Les beaux problèmes dont ce livre est rempli , lui facilitèrent 
beaucoup la lecture des Principes de Newton dont il combinait l'étude 
avec celle de cet excellent ouvrage. «Lisez-le donc avec soin , ajouta- 
■ t-il, ainsi que la belle théorie du mouvement des coijjs solides qui en 
IC est la suite. » Alors, se laissant aller à son admiration |M>ur Euler, 
il le mit à la tète de tous ceux qui ont écrit sur les mathématiques, 
pour la clarté , pour la méthode , et sur- tout pour ces beaux exemples 
auxquels il revonait sans cesse. Il conclut en répétant que « quand 
« on voulait être géomètre , il fallait étudier Euler.» — Tout autre 
que lui aurait dit Eouia et LAOSAncE. 


REMARQUE. 

L’auteur de l’éloge de Lagrange que nous venons de tr.ansmetlre , 
reproche (ci-dessus page log) à M. Delambre l’inexaclitude d’avoir 

D*aimait point i causer i|| Is manière d'étudier les mathématiques, qu'il ne Touiftit point 
en parler. Il lui arrivait quelquefois de renoncer ainsi, peu-à-peu et sans s’en aperce 
voir» à des rcaolutioos comne celle-là , pounm que lea assistant eussent ^and soin de 
ne point paraître s'tn apercevoir eux^inémes , et de le laisser s'abandonner a rimpolsion 
momentanée qui ic maîtrisait. Cependant, la bonne fortune vicus de rapporter, 

est U seule que m'ait procurée un intervalle de quinze ans pendant lesquels j'ai eu le 
bonheur de le ’votr assez souvent; je récoutai donc ce soir>là, comme on peut le croire, 
avec encore plus d'avidité que de coutuixw!, et je me hâtai, en le quittant, de consigner 
fidèlement par écrit les documens précieux que je venais de recoeillir. 

. ' « ( Note de V auteur de i'eloge.) 
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dit que a le concert de louanges dont Lagrange était l'objet ne fut 
« troublé qu’une seule fois ». — Il sera curieux, à cette occasion, de 
savoir ce que dit M. Delambre dans sa Notice. Voici donc ses paroles. 

« Une seule fois, ce concert de louanges (de Lagrange) fut trou- 

< blé. — Un géomètre français qui réunissait à beaucoup de sagacité 
« un amour-propre plus grand encore, et ne se donnait guère la 
« peine d’étudier les ouvrages des autres , accusa M. Lagrange de 
n s’ être égaré dans la nouvelle route qu'il avait tracée, faute d’en 
« avoir bien entendu la théorie. 11 lui reprochait de s' être trompé 
s dans ses assertions et ses calculs. Lagrange, dans sa réponse, montre 

< quelque étonnement de ces expressions peu obligeantes auxquelles 

< il était si peu accoutumé; il s'attendait au moins à les voir moti- 
<c vées sur quelques raisons bonnes ou mauvaises; mais il n’en trou- 
a vait d'aucune espèce. Il fait voir que la solution proposée par 
« Fontaine était incomplette et illusoire à certains égards. Fontaine 
K s'était vanté d'avoir appris aux géomètres les conditions qui ren- 
» dent possible l’intégration des équations différentielles à trois va- 
ariables; Lagrange lui faisait voir par plusieurs citations que ces 
«conditions étaient connues des géomètres long-tems avant que 

< Fontaine ne fût en état de les leur enseigner. Il ne nie pas, au 
« reste, que Fontaine n’ait pu trouver ces théorèmes de lui-même; 

« du moins je suis persuadé, ajoutait-il, qu’il éta^t aussi en état que 
« personne de les trouver. 

« C'est avec ces égards et cette modération qu’il répond à l'agres- 
« seur. Condorcet, dans l’éloge de Fontaÿie, à l'occasion de cette dis- 
« pute, est obligé d’avouer que son confrère s'y était écarté de cette 
> politesse d’usage, dont jamais il n’est permis de se dispenser, mais 
■ qu’il croyait peut-être moins nécessaire avec des adversaires illus- 
« très et dont la gloire n’avait pas besoin de ces petits raénagemens. 

« On sent ce que vaut cette excuse , sur-tout quand on la présente en 


Digitized by Google 


£L0^£. 121 

« faveur d'un homme qui, de son propre aveu, s’appliquait à étudier 
a la vanité des autres pour la blesser dans f occasion. Il faut convenir 
c au moins que celui qui s'est vu attaqué de cette manière quand il 
« avait raison , et qui a su conserver cette politesse avec l'adversaire 
a qui s’en était dispensé , s’est acquis un double avantage sur celui 
« dont il a d'ailleurs victorieusement repoussé les attaques impru- 
« dentes. » (Delambre.) 

Nous observerons que , si Lagrange n’a repoussé alors victorieu- 
sement que des attaques imprudentes, qui n'élaient d'ailleurs moti- 
vées sur aucune espèce de raisons, ni bonnes ni mauvaises, il deve- 
nait , ce nous semble, inutile pour la science, et même pour la gloire 
de Lagrange, de rappeler ces attaques, si ce n'est pour en faire re- 
tomber la honte sur Fontaine, leur auteur. On conçoit ainsi pourquoi 
M. Delambre n'a pas jugé convenable de citer un tout autre genre 
d'attaques (la Réfutation de la Théorie des fonctions analytiques); 
lesquelles, k ce qu'il paraît, se trouvent motivées sur quelques kai- 
soHs, puisque Lagrange, qui aimait à repoussa victorieusement de 
mauvaises attaques, n’a pu repousser celles-ci. — Mais, dira sans 
doute la postérité, pour ménager les intérêts d’un ou de plusieurs 
individus, était-il permis an savant secrétaire (M. Delambre) de 
manquer à la vérité ! 


FIW nu QUATRIÈME ET DEREUER MEMOIRE. 
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PREMIÈRE NOTE. 


Sur la Méthode générale d’approximation, ou la 
Méthode algorithmique d’exhaustion. 


X)aks le second des Mémoires précédens, où nous avons déduit 
l'existence d'une méthode algorithmique d'exhaustion, nous avons 
^ déjà déterminé la nature de I’approximatiov alcodithmiqci' propre- 
ment dite, qui est le caractère distinctif de cette méthode ; nous 
avons vu que ce caractère consiste en ce que « les accroissemcns 
« successifs des différens termes que, par le moyen de cette méthode, 
«on calcule pour s’approcher continuellement ou indéfiniment de 
« la quantité qu'on désire connaître, ne sont liés par aucune loi ». 
C’est par là que cette méthode diffère des procédés techniques; mais 
comme, dans cette méthode, les divers termes que nous venons de 
nommer, doivent être calculés directement ou à priori, et non dé- 
duits par des essais ou à posteriori, cette méthode diffère également 
de.<t simples méthodes de tâtonnement. Au reste, nous renvoyons le 
lecteur au second Mémoire, pour approfondir la vraie nature de la 
méthode algorithmique d'approximation ou d'exhaustion dont il est 
question ; et nous nous bornerons, suivant cette nature , à établir 
que, pour obtenir cette méthode, il faut trouver une loi qui, en 
nous faisant remonter, de plus en plus, aux premiers éléiuens de la 
génération d'une quantité cherchée, sans que cependant il soit né- 
cessaire de lier ces progrès continuels, nous lasse parvenir à la con- 
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naissance de cette quantité. — C’est cette loi , prise dans sa plus 
grande généralité, que nous allons présenter. 

.Soit fx une fonction d'une quantité indéterminée x, et soient p 
et q deux quantités déterminées; il est évident que si nous désignons 
par X toute quantité qu'on peut désirer connaître, la forme de cette 
quantité inconnue A^sera généralement . (37) 

X = /(»' î) — /(x’ -hp). 

* 

En effet, vu la généralité de l’expression fx de la quantité inconnue 
d’un problème, on connaît, ou du moins on est censé connaître, 
dans ce problème, une valeur de la fonction fx., correspondante à 
une valeur déterminée (x' +p) de la variable x, savoir, on doit 
connaître, comme une donnée du problème, la valeur f{x' + />) de 
la fonction cherchée fx; de sorte que, dans un problème, il ne reste * 
proprement d’inconnu que la différence entre cette valeur donnée* 
y(x' -t- p), correspondante à la valeur particulière (x' -f- p) de x, et 
une .autre valeur y(x' + q), correspondante à la valeur générale 
(x' + q) de x; et c’est effectivement cette dernière inconnue, dési- 
gnée par X, qui se trouve exprimée par la forme précédente (37). 

Il s’agit donc d'avoir la loi d’une génération algorithmique qui 
nous conduise, de plus en plus, à la connaissance de cette quantité 
X. — Or, quel que soit le problème où il est question de la fonction 
générale fx et, en dernier lieu, de la quantité X =f{pcf ->t- q~) 
— /'(a:' il faut toujours que, par ce problème même, se trou- 

vent données, d’une manière directe ou indirecte, les différentielles 
de tous les ordres de la fonction en question yx; car, ce sont ces dif- 
férentielles qui, comme élémens indéfinis de la génération de la 
quantité fx, peuvent seules déterminer cette quantité : aussi, sait-on 
que, quel que soit un problème proposé, on a toujours, ou immé- 
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diatement ou du moina médiatement, les différentielles de la fonction 
demandée fx. Ainsi puisque, d'une part, les données générales de 
tout problème où il est question d’une fonction fx , se trouvent être 
les différentielles de tous les ordres de cette fonction , et que , de 
l'autre part, les élémens absolus de la détermination de cette fonc- 
tion consistent réellement dans ces différentielles, il est évident que, 
pour arriver généralement à la loi que nous nous proposons de dé- 
couvrir, il suffit de réduire la forme ( 37 ) de la quantité demandée X, 
à l’état où, au lieu des fonctions /'(a/ -f- j) et f[x' -f p) qui sont 
encore en question, il ne se trouve plus que les différentielles de la 
fonction fx, qui sont données par le problème; c’est-à-dire qu'il suf- 
fit d’exprimer la forme ( 37 ) de la quantité inconnue X, en fonctions 
différentielles de fx. Et, c’est. ce que nous allons faire. 

La formule [gf de notre Philosophie des Mathématiques (page 58) 
donne 

A'‘-yC-r— >{) = (— 1)'. U'“/r — -H 

{ 1 1 •% 

_ -H e.c. j i 


• et { étant des quantités quelconques, et a désignant les diffé- 
rences prises, suivant la voie régressive, par rapport à l’accroisse- 
ment ( de la variable x. Ainsi , lorsque /• = •, on aura . . . (38) 


( I 1.2 

l.A'— .’A -4- etc. 


1 . 2.3 


Si l’on dénote donc par A^ et àf les différences prises respectivement 
par rapport aux accroissemens { et {, on aura aussi 
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/(*-K) = (-.)". j^;"A - f .f-'A + 


i.s.î î 


de sorte que, prenant les différences de ces expressions, il viendra 

• • . (3g) 

/('-/•{) ~/('-K) = (->)'* ■ { (ip* - </-) 

- (Ap> - ApVx)..^ 

. /.1“— l“(^ — 0 

+ (S{ A — âj 

-(Af A_Aj A) — ^ — 

•4- etc., etc. 

Or, si l’on prend deux suites croissantes de quantités, savoir, ... ( 4 o) 

fi, (i* {3, ... I« et Ç,, Ç,, Çj, ... 

et qu'on désigne respectivement par P,, P,, P^, ... P^ la suite de 
valeurs de la formule précédente ( 3 g), correspondantes aux valeurs 
respectives t,, t,, h, ••• {•. et {,, {3, ... des quantités t «tÇ, 

on aura ... (41) 

/(*-!-«.) -/(*^K.) = 

= P. 

/{x — /•{,) — /(x — ftj;,') = pj 


/(*-/»{.) -/(x-^.) = P.. 
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Et, introduisant dans les quantités ( 4 o) les relations suivantes (40)' 

{, =Ç., I. = Ç„ {i = Ç,. = 

si l'on prend la somme des expressions (4i), il viendra ■ ■ • (4 1)' 

/(*— ^U) — /(•«^— KO = 

= (/*. + Pj 

Donc, si l’on fait de plus . . . ( 4 o)" 

K- =Pt K« = 7; 

l’expression précédente (41)', en y substituant (x' -t- />+ y) à la place 
de X, donnera . . . ( 4 a) 

/(*' + 7) — /(Jf' +P) = 

= — (P, + Pi + Pi ... -»■ Pi). 

en désignant par P\ , P'„ Pï, . . , P', ce que deviennent les quantités 
P,, P,, P3, ... Pt, lorsqu'on y substitue (x* -I- /; -I- y) à la place de x. 

Telle est donc la première expression de la quantité demandée X 
ou de la différence des valeurs /"(x' + y) et y(ar' H- /)) de la fonction 
fx en question ; expression qui déjà ne contient que des différences 
de celte fonction , prises par rapport aux accroissemens , Ç, , Ç3 > 
... et 4 m de la suite arbitraire (40) de ces quantités. — ür, si le 
nombre (>+ 1) des termes de cette suite croissante des quantités 
(j, •• • Cu et {„, était infiniment plus grand que (y — p), ces 
quantités Ç, , Ç3, etc. ne s’accroîtraient successivement que par 
des quantités indéfiniment petites, parceque leur différence (U — Ç,) 

est égale à — (y — />), et que ^ peut et doit toujours être une quan- 
tité finie. Donc, dans ce cas hypothétique, la suite des quantités P\, 
Pi, Pi, . .. Pm données par les expressions ( 4 *)> présenterait tous les 
accroissemens indéfiuimenl petits de la fonction depuis /"(x' -t- p) 

»7 
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jusqu’à f{3^ + q)\ de sorte que, de cette manière, ce serait pour 
ainsi dire épuiser (cxhaurire) la génération de la quantité demandée 
X=z f[x’ H- y) — f{x' + p\ C'est là la raison de ce que nous nom- 
mons aussi méthode d'exhuustion la méthode d’approximation dont 
il s'agit ; car, prenant pour « un nombre de plus en plus grand , on 
épuise en quelque sorte, de plus eu plus, les élémens memes de la 
génération de la quantité demandée X; et c’est aussi là l'esprit de la 
métlio<le d’exliaustion des anciens, comme nous le verrons encore 
mieux dans la suite. 

Il ne reste donc maintenant, pour achever la détermination de 
l'expression (4a) > que nous nous sommes proposé d’effectuer en 
fonctions différentielles de la fonction Jx en question, il ne reste, 
disons-nous, qu’à obtenir, par le moyen de ces fonrlions différen- 
tielles, l'expression générale des différences (tî^fx — par les- 

quelles se trouvent données, dans l’expression (3g), les quantités T’,, 
P,, P},... P^. Mais observons auparavant qu’en prenant les diffé- 
rences suivant la voie progressive, au lieu de les prendre suivant la 
voie régressive comme nous l'avons fait plus haut, nous pouvons, en 
procédant de la même manière, arriver à une seconde expression de 
la quantité demandée X ou de la différence des valeurs {x‘ + ç) et 
/~{x' + p), savoir, à une expression différente de l'expression (42) 
mais analogue avec elle. Eu effet, partant de l'exprc.ssion (38) et en 
nous rappelant CVoyex la seconde Note dans la Jtéfiitation) que, pour 
passer des différences régressives aux différences progressives , il 
suffit de changer le signe de l'accroissement { de la variable, et celui 
des différences d'ordres impairs, cette expression (38) donnera... (43) 



I . a . à 


. ^/x -4- «le. , 


t- 
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en (le'signant ici par 'i les différences prises suivant la voie progres- 
sive. Donc, si l’on dénote encore par 'âj et 'a» les différences pri.ses 
respectivement par rapport aux accroissemens I et{[, on aura comme 
plus haut 


/(x-t-^î) = -A^/x -t- '/r + '1^ 




0(^ — ») ..e— > 

I .a. 3 


I yp 

. Aj yx -I- etc., 


/(x-t-^î) = 'Aj/x -I- 


i.a > 

(“(/•— ,.e— î- ^ . 

-- — - — . A* jx •+■ etc. J 


rr^Tî — “f 

expressions dont la différence donnera . . . (44) 

(■' + /*{) — /(*+K) = ('AfA — ’AjA) 

('Ap'A - ’Ap'/r)..il 


Ap’A - ’ArVx).^^^.’^ 

' S ' I.J 


-4- ( a. /x — 'a, /x) ) 

* ' 1 .a. a 


-f- etc. , etc. 


Or, si l'on prend de nouveau deux suites croissantes de quantités, 
savoir , 

» lit (1 * ' * * !•> C>1 Cp* Ct P * " 

et qu’on désigne ici respectivement par Ç, , Q„ Qj, ... la suite de 
valeurs de la formule précédente ( 44)1 correspondantes aux valeurs 
respectives lu et ?i, ÇjjÇs» • •• î». des quantités i et on 

aura encore . . . (45) 


y 
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+ — /(*+A<.) = Q, 

/(^ + ^{0 —/(* + /<.) = <?. 

/(-r + ^îO -/(' + KO = Qi 

/(,^ + f‘U) — /{jf-t-K») = <?•: 

de sorte qu’en introduisant, comme plus haut sous la marque (40)', 
entre les quantités , („ {3 , U et Ç, , {3 , . . . , les mêmes 

relations 

{. = {.={,, {j = Ç4, ... {_, = 

si l’on prend la somme des expressions (45) , il viendra . . . (45)' 
/(*-♦-/*{«) — /(» + K‘) = 

= (0, + Q» 4- Çï . • . -t- Q»}- 
\ Donc , si l'on fait encore ici 

K- =J>> /‘U = <l> 

et si l’on désigne par Q\ , Q'„ Q\, ... Q, et que deviennent les quan- 
tités Ç,, (),, Qi,.. . lorsqu’on y met x' à la place de x, on aura 
immédiatement . . . (46) 

/(*’ + ?) —/(*'+;») = 

— (Qi -t- Qa -4- Q 3 ... + Q»)î 

et telle est la seconde expression de la quantité demandée X ou de 
la différence des valeurs /'{x' -t- q) et f{x' -f p) de la fonction fx en 
question. 

Réunissant les deux expressions différentes (4a) et (46) > que nous 
venons d’obtenir pour la quantité demandée X en procédant par des 
voies opposées , savoir, . . , (47) 
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X =/(y + î) —f[x-\-p) = 

— — (/*! 4- . 4- Pm ) 

X =/(x' 4- î) —/(*•’ 4-/>) = 

= 4- (0i 4- Ça 4- 9s • • • 4- 9«)i 

nous aurons ainsi, pour la détermination de cette quantité incon- 
nue X, deux termes de comparaison qui nous serviront pour arriver, 
de plus en plus et paa ihductiov, à la connaissance de cette quantité; 
et c’est en cela précisément que .se trouve l'analogie entre la méthode 
^d'exhaustion des anciens et la méthode d'approximation dont il est 
question. En effet, dans la méthode géométrique des anciens, les 
polygones inscrits dans la courhe et les polygones circon.scrits à la 
courbe formaient deux termes de comparaison qui conduisaient, de 
plus en plus et par induction, à la connaissance de la courbe; tout 
comme, dans la méthode algorithmique présente, les deux expres- 
sions (47) qui sont les limites opposées de la génération de la quan- 
tité A', conduisent, de la même manière , à la connaissance de cette 
quantité: bien plus, pour compléter l’analogie, les principes algo- 
rithmiques de l'inscription et de la circonscription des polygones par 
rapport aux courbes , se trouvent proprement dans les expreséions 
précédentes (47) > comme nous en dirons quelque chose dans la 
suite (*). 

(*) Cest ici le lieu d'appliquer ce que, dans le second des Mémoires précédens, nous 
avons dit sur le procédé inductionoel que suivent les méthodes d'cxhausiion, géomé- 
trique et algorithmique. — - Soient généralement A t\B les valeurs que donnent les deux 
expressions (47) pour la quantité Xi et désignons par 4/, , ü, ; /tT, , , V?} ; etc. les 

différentes valeurs particulières de plus en plus approchées de X, en prenant pour m 
un nombre de plus en plus grand. S'il existe un nombre Àf qui se trouve dans la même 
relation avec A» et A^ et B^, A% et i?), etc., on aura, par induction, Xz:zM; et 
c'est la le procédé induclionnel que suivent les méthodes d'exbaustion pour arriver à U 
conoaissaocc de X. 
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Venons maintenant à la détermination de rexpression générale des 
différenoes ™ fonctions différen- 

tielles de la fonction /r dont il est question; détermination qui, 
comme nous l'avons déjà remarqué plus liaut , doit compléter la 
détermination des expressions (47) de la quantité demandée A'. — 
Mais, cette recherche n’appartient pas proprement à la question 
présente : elle appartient à la Philosophie de la Théorie des diffé- 
rences, qui en fournit les données à TAlgorilhmie dans les divers 
cas où Cette dernière en a besoin ; aussi, nous l>orncrons-uous ici à 
exposer, comme donnés, les résultats de la recherche dont il s'agit, 
en nous réservant d'en exposer la marche dans la suite de nos ou- 
vrages. — Voici ces résultats. 

Soit toujours Jx la fonction de x, sur laquelle il s'agit de prendre 
les différences d’un ordre quelconque m, par rap- 

port aux accroissemens { et et soit une fonction arbitraire, 
mais telle que la relation = o donne La question est de 

déterminer généralement la valeur de (ûj/r — à^Jx), développée 
par rapport aux puissances de la fonction arbitraire 

Pour cela, formons d’abord, avec un indice quelconque les 
fonctions alephs suivantes . . . (48) 

(t[.v./— , 

en faisant toujours généralement {^Philos, des JUathém. pages 65 , 
143 et suiv.) pour un indice quelconque «, 

!f, — n, -4- /!, -4- <IJ . . . -4- n, , 

et en donnent ici, à ces élémens des fonctions alephs, les valeurs 
suivantes . . . (48)' 

n, = I, n, = a, n, = 3, «4 = 4 , . . . n. = «. 
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Formons de plus, avec ces fonctions alephs, la quantité générale 
• • • (49) 


en dénotant ici par le* différences prises, suivant la voie 

régressive, par rapport à l’accroissement i de la variable m. 

Maintenant, j>renons les quantités 3/,,, vl/u_,, etc., et A’p,, 

A’^_,, etc., données par les formules 16) de la Réfutation de 

Lagrange, ou proprement par les formules (6/ de X Errata annexe 
au présent ouvrage, en changeant, dans ces formules, les différences 
des facultés fx, etc. en différentielles des puissances 

(?{)’> («’{)*> ; et formons, avec ces quantités et les quantités 

précédentes (49)> 1» suite nouvelle de fonctions . .. (5o) 

A[m\ = 

A («). = (- 1)-+» . — i— . f . (.W. - AT. ) . //(m). 

+ rf{.(A/.— Ar.).tf(m). I 
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A(m)i = 

-h di.(JU.—fr,).ff{m), } 

etc., et généralement pour un indice quelconque /t, 

J (mv = (- ir+-“ . { rfr . (-wm - . w("-v 

-t- etc. , etc. J . 

Nous aurons, pour les différences en question, l'expression géné- 
rale . . . (5i) 

(Aj/r — aJ A) = yt (m), . ipi + J (m), . )* 

+ • (Pi)’ + + etc., rtc. ; 

en observant que , dans les expressions (5o) des coefficiens yi (m), , 
yé{m)j, etc., il faut substituer, après les différentiations, à 
la place de la variable ( la quantité { donnée pour { par la relation 
Pi = o. 

Quant aux différences ('ij/ic — prises suivant la voie pro- 

gressive, il suffit, comme on sait, de changer le signe de celles de 
ces différences qui sont d’ordre impair, et le signe des accroissemens 
{ et c dans la fonction fx. De cette manière, il viendra . . . \5i) 

{■AjA-'4fA) =r -t- ' 

-t- '-^(»0<'(Pl)' + rtc., etc.; 

en faisant généralement . . . '(5o) 
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— </{'-— . (iM’*_, — J¥p_. ) . 

H- AV— )•'"('" V-. 

( — etc., etc. j , 


et de plus . . . '(49) 






('//(x+mî)' 




le signe dénotant toujours les différences prises, suivant la 

voie régressive, par rapport à l'accroissement > de la variable m. Il 
est clair qu’après les différentiations, il faut encore ici, dans les ex- 
pressions '( 5 o) des coefGciens 'ji {nt)„ 'A (m),, 'A (/n)3 , etc., donner 
à { la valeur ‘ 

Telles (Si) et '( 5 i) sont donc les expressions des différences 
(ûj/ir — et — 's“_/x), développées par rapport aux 

puissances d'une fonction arbitraire f( , mais telle que la relation 
f{ = o donne ( = ;. Et, pour satisfaire arbitrairement à cette der- 
nière condition , nous donnerons à cette fonction la forme 
('!'{ — 'l'Oi laquelle 4> désigne une fonction quelconque; et 
nous aurons définitivement 


18 
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(5») .... (ijA-âJ/x) = .rf(m)..(+{-4-î) 

-I- etc., etc.; 

■(5a) .... C4j/x-'AjA) = (4'i-^) 

~h './(m),. (•.).{— 

-4- '.4 (m)j. (,).{-,},')* 

+ etc., etc.; 

les coeiTicicns yi et ('n)^ ctaiit toujours ceux qui sont don- 
nés par les expressions (5o) et '(5o), pourvu qu'on y substitue la 
fonrtion ('}'{ — 'î-îj à la place de la fonction 

Connaissant ainsi, par les expressions précédentes, les différences 
régre.ssives et les différences progressives — 

— 'a j/r), on pourra, par les formules (3g) et (44), calculer les termes 
P,, P„ Pj, ... P^eiÇ,, Çj, ... composant les deux expres- 
sions (4y) de la quantité cherchée X ou de la différence des valeurs 
f{x'+q) et /"{x’-f- p) fie la fonction fx dont il est question. — Mais 
il SC présente une remarque essentielle ; et c'est là proprement ce 
qui Gxe la nature de la méthode d’approximation qui est l'objet de 
cette Note : voici cette remarque. — Les expressions (5a) et '(5a) des 
différences régressives et progressives dont nous venons de parler, 
formeut de véritables séries procédant par rapport aux puissances de 
la fonction arbitraire (4-{ — ’IÇ). Or, si l'on prend ces séries dans leur 
totalité, les différences (^”jx — ^^yx)et (’^'^/x — '^T^fx) se trou- 
veront données rigoureusement ; de sorte que les termes P ex. Q qui 
entrent dans les expressions (47) de la quiuitité demandée X, se 
trouveront de même donnés rigoureusement. Ainsi, quel que soit le 
nombre • des termes P,, P^, Pi,,.. P^ et Q„ Q„ Qi, ... et quel 
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que «oit en même teins le nombre arbitraire ^ qui entre dans les 
expressions (4i) et (45) de ces termes P et Q, la quantité cherchée X 
se trouverait, de cette manière, donnée rigoureusement. Ce serait 
donc alors une véritable cénÉRATioii techttiqde de cette quantité A', 
et non une simple méthode o’APPROxiUATiotf , c’est-à-dire, une mé- 
thode pour arriver de plus en plus près de la valeur de cette quan- 
tité : en effet, l'ensemble de la génération de la quantité X en ques- 
tion , se trouverait alors donné par une seule loi , savoir, par la loi 
(5o) ou '(5c/) des coefficiens A des séries dont il s'agit — Mais, si 
dans les séries (5a) et '(5a) formant la génération technique des dif- 
férences — a"_^)et('s”^ — '«"/r), on ne prend que quel- 

ques uns des premiers termes de ces séries, ces différences se trou- 
veront données inexactement ; de sorte que les termes P et Q, calculés 
avec ces différences inexactes et composant les expressions ( 47 ) de 
la quantité X, et par conséquent cette quantité X elle-même , seront 
également inexacts. Cependant , comme on peut augmenter à volonté 
le nombre • des termes P, , ... et Ç, , Ç,, ... Qvi on peut rendre 

de plus en plus petite la différence des quantités { et ( dont dépen- 
dent les différences (5a) et '(5a), et la fonction ( 4 .{ — 'K) par rap- 
port à laquelle procède le développement de ces différences ; et 
puisque, dans lie cas où • est un nombre indéfiniment grand, la 
fonction (^f — 4'î)devient une quantité indéfiniment petite, et qti’a- 
lors on peut .rigoureusement, dans les séries (5a) et '(Ô 2 ), négliger 
tous les termes par rapport aux premiers, on voit qu’en augmentant 
de plus en plus le nombre « des termes P et Q, on peut s’approcher 
à volonté de la valeur exacte ou rigoureuse de la quantité A^en ques- 
tion. — C’est donc là la vraie nature de la méthode d'approximation 
ou de la méthode algorithmique d’exbaustion que nous cherchons; 
et l'on voit que cette nature répond au caractère distinctif de cette 
méthode, tel que nous l’avons fixé dans le second des Mémoires pré- 
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ctkiens , et rappelé au commenceraent de cette Note , savoir, que les 
accroissemens des quantités A, , X^, X}, etc. calculées avec différcns 
nombres*,, •„ * 3 , etc. des termes P,, P„ Pi,... /’„et Çi,, Q„ 
pour arriver à la quantité demandée A’, ne sont liés par aucune loi. 

Ayant ainsi fixé la nature de la méthode que nous cherchons, et 
connaissant de plus tous les élémens qui la composent, il ne reste 
plus aucune düBculté pour achever la construction de cette mé- 
thode. — Nous allons d'abord, pour entrer en matière, présenter les 
résultats de cette construction dans le cas le plus particulier, celui 
où l'on ne prend que le premier terme des séries respectives (5a) et 
'(5a): voici ces résultats. 

En négligeant tous les termes qui suivent le premier dans les 
séries (5a) et ’(5a), on aura . . . (53) 

(4|/x_4j/,)= 

les coefficiens X{m), et en vertu des expressions (5o) et '(5o), 

étant simplement . . . (53/ 

J (m). - JV.) . 

= -4- — .V.).'H(m),. 

Et puisque, d’une part, tout le système des quantités ^et A' don- 
nées par les formules (6) de la Réfutation, se trouve zéro lorsque 
1 , à l'exception de la seule quantité qui est toujours = 1 , 
et que, de l'autre part, les fonctions alephs qui ont des exposans 
négatifs, sont aussi zéro, les expressions précédentes (53)' se ré- 
duisent à 
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'A (m), =r -h 




( S)C 


Ainsi, substituant ces valeurs dans (53), on aura déCnitivement 
...(53)" 








:-(UC 


Donc, en revenant aux expressions (3g) et (44) des quantités P et Ç 
formant les termes des expressions ( 47 ) de la quantité demandée 
X, et en y substituant les valeurs précédentes (53)", on obtiendra 

. . . (54) 


, = i.[ (3 (M) 

^ rf/Çx— o«— (^— 0(/i— a) 
+ €lC., «le. I , 


O (= 


//(x-j-(x— I»— » 
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+ (^-0 (/»-») 

\ ftf t / \ dx / ' 1.1 

+ «te., etc. |, 

ft étant le nombre arbitraire dont dépend la réduction de la différence 
■“(? — P) *1“* ** trouve entre les deux quantités extrêmes Ç, et de 
la suite croissante (4o) des quantités {], etc. et{;, , etc. 

Mais, quel que soit le nombre on a toujours, pour une fonction 
quelconque F/t , la relation d’identité . . . (55) 

'•'> = O 'W * (S) 


comme on peut s'en assurer facilement en développant ces diffé- 
rences par rapport aux fonctions F{f'), F{m — >)»-^(^ — ’)> ®*c., 
savoir, en les développant sous la forme 

')/■(,« — ») = .Fiji) + -t- idi’\F(ji — i) 

+ î) -f- «le.; 

car, si l’on fait 



(^— 0(i“ — ») Ji) 

' " • -"O 

1 

— 0 ( j “— »1 .,(>) 

1 .3 

fi»— 0(^— a) 

1.3 

(i«— 0 at») 

1.3 * ^ 


4- etc. 
H- etc. 
-f- etc. 
4- etc. 


etc. , etc . t 
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on trouvera , pour une somme quelconque Rp de ces coefBciens , la 
valeur 


B, = 


.H- ’l 


L 

1 


f(y-0 

i.a 


i .1.3 


-f“ etc. 






V 

qui est toujours zéro à l'exception du cas correspondant à f = o où 
elle est = 1. Ainsi, les expressions (54) se réduisent définiment à la 
forme très simple . . . (54)' 


P = 

Q = 


, 1 , I ''f /■<</■(*— K) 


dx 


dx 


) 

)• 


Si l'on prend donc , entre les quantités — et —, la suite croissante 
(i{o) des quantités î, ,f, , fs, . . • f» et {,^ •• • Su, en y établissant 

les relations (4°)*i savoir, 

{, = {., h = {», = , 

de sorte qu'on ait f, = ^ et {„==-^; et si, avec chaque couple de ces 
quantités, tels que et etf,, {3 et fa, etc., on calcule, par le 
moyen des formules précédentes ( 54 )', les quantités correspondantes 
f*3. etc. et Ç„ Q„ Ç3,etc.; et enfin; si dans les quantités P et Ç 
, calculées ainsi , on met re.spectivement (x'+ p -t-y) et x' à la place 
de X, pour former les quantités P,, P\i etc. et Q\, Ç,, etc. qui 
entrent dans les expressions (47) de la quantité cherchée X; ces ex- 
pressions (47) donneront respectivement , la première . . . ( 56 ) 

X =/{x' + q) —f[x'+p) = 


i44 


PREMIERE NOTE. 


,,, , <1 / rf/(x'-H7+j7-^{Q \ 


/d/[x' • 4 " 7 4 -/>'— ) 


-H (^(^)-4i-0-^.-(— 

et la seconde . . . '(56) 

X p=/(,x'-h<l) —/(•>•'+/’) = 




)! 


+ (vH. -')'?■) 






rf{. 


<6r 


)!• 


Tel est donc le cas le plus particulier de la méthode algorithmique 
d'exhaustion que nous avons présentée. — On construira de la même 
manière les autre? cas de celte méthode, en prenant successivement 
les deux premiers, les trois premiers, les quatre premiers, etc. ^ 
termes des séries (5a) et '(5a) qui, comme on l'a vu, contiennent 
les lois du système entier de ces méthodes. 11 faut ici observer que 
ces autres cas de la méthode dont il s’agit , sont généralement préfé-. 
râbles à celui que nous venons de construire sous les marques (56) 
et '(56), sur-tout lorsque la différence des quantités/» et 9 est consi- 
dérable; car, dans ces autres cas, on peut établir de plus grandes 
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différences entre les quantités croissantes (, 4 , ce qui en 

diminuera le nombre: on peut même alors établir ces différences, 
savoir, ({,—f,), ({, — {,), ({3— 1 >), • ({.4— l.*.:,) , plus grandes que 

l’unité, pourvu qu'on prenne, pour la fonction arbitraire 4 '{, une 
fonction telle que les quantités ( 4 {, — — 4 'i,), (4-b — 
•••(')■{« — soient plus petites que l'unité; ce qui est tou- 
jours très facile à faire. — Voici ces constructions ultérieures. 

En conservant maintenant les deux premiers termes dans les séries 
(5a^ et '(5a), et négligeant tous les autres, on aura . . . (Sy) 


(Sj/x — Sj/x) = .(>)-{— ij'f) ./(»>)»•(+£— >!'{)* 

('ij/x — ’Aj/x) = ('n)i • ('l't — 'K) -t- (+5 — 'l'O*. 


Mais, comme nous connaissons déjà les résultats du premier terme 
de ces séries , il suflira ici de rechercher ceux du second terme , en 
négligeant la considération de ce premier terme que, pour abréger, 
nous marquerons généralement par [m]. Nous aurons donc ... (Sy)' 

(ij/x_ûf/r) = [m] -t- 4r(x.),.(4-i — ^)* 

('s“/x-'a;/x) = -[m] -h 

Or, les expressions (5o) et '(5o) donnent, pour les coefficiens 
et les valeurs ... (58) 

= (— i)’. { I. . tf(m). + I. . H(m). } 

'A {m\ = H- { ï, . (m), — S, . '«'(ot), } , 

en faisant pour abréger . . . (58)' 


X. = — — (SA — JV.) 


X| = 




a.(rf4-î)* ■ 


-.(.W.-iV.) 
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Ainsi, substituant les râleurs (58) dans (57)', il viendra ... ( 57 )" 


— Aj/j = [m] + (4{ — 4f)*.( — >)“ X 

X {a. + a. } 

’aJA— ' 4{A = ’M + (■4'i — + 0 ’ X 

X {a,.'tf(m). — a..ff(m), }. 

Donc, en revenant aux expressions (3g) et ( 44 ) des quantités P ttQ, 
et en y substituant les valeurs précédentes (Sy)", on obtiendra ... (5g) 


X I (s..«W. + a..fl(^). ) 

4f *• 

+ (a..Jî(^_i). + 

■t- »). + X..g(^— 

etc. . etc. J 

ç = H- + (^{-+0’ X 

X I (a.. _ a..’B(^).) 

-I- (a.. - a.. .i 
+ (a.,'»(^_a). - a..■fl(^-a).).^liÇ^^ 

+ etc., tic. j J 

en remettant les résultats que nous avons trouvés plus haut sous la 
marque (54) pour l’influence des premiers termes [/u], [(» — i], 
[/.—a], etc. et '[/«— 1 ], a], etc. 
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Actuellement, si Ton observe que les expressions (49) '(49^ 


donnent 



rs m. 

(C.')rr-") 


(m)t = m . 




on verra que les expressions précédentes (5g) contiennent respecti- 
vement les quantités 




Dcy 


dx'* 


') 


'^=SP-’-0( 




<tx> 


+ rtc., rtc. I 


(B) 


rtc., rtc. I 


/-'‘-S /rf*/(xq:(,..-»)r) 


& 


4- »)f) ^ 


rf/(;»T0— oti > 

<U J 


-h etc. , etc. y y 


en prenant, parmi les deux signes le signe supérieur — pour la 
première des deux expressions (5g), et le signe inférieur -t- pour la 
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seconde de ces expressions. Mais, en vertu de la formule (55), ces 
trois quantités se réduisent respectivement aux trois fonctions sui- 
vantes 


(A) .. 

(B) .. 

(C) .. 








Ainsi , substituant ces fonctions dans les expressions (5g), et remet- 
tant les valeurs (58/ de z, et x, ,uous aurons définitivement ... (5g/ 







(. (iN-n’ s rir’ ^ 


d!;.>(‘U /■ rf/'Çx— K) 


)) 


(rf+î)* ' V 



Si l’on prend donc, comme plus haut, entre les quantités — et — , 
la suite croissante ( 4 o) des quantités {, , f,, {j, etc. et {3, etc., 

en y établissant toujours la relation ( 4 °)'> sorte qu'on ait 
i;, =— et {j, = — ; et si , avec chaque couple de ces quantités, tels 
que {, et {, et fj, I 3 et { 3 , etc., on calcule, par le moyen des 
formules précédentes (5g)',' les quantités correspondantes P,, 
Pi, etc. et Q,, (>,, Qi, etc.; et enfin si, dans les quantités P et Q 
calculées ainsi, on met respectivement (æ' + jp h- ç) et x' à la place 
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de X, pour former les quantités , P,, Pj, etc. et Q',, Çj, Çj, etc. 
qui composent les expressions (47) de la quantité cherchée X; ces 
expressions (47) donneront respectivement, la première . . . (60) 

JT =/(*' 7) — /(x' +y)) = 

+ ('H. £(1), + 

+ (■^{i — + ('11' — '!'{.)*■ 


+ (+U-. + (’l'U-. — 

+ (4'C^)-'1£.-.)-^('V + (4' (i)- y. £(»).; 


en faisant généralement... (6 1) 


r-/-, _ ' • V P— f(<)\ 


2- U " 4'f, / “ 
» ' (,/+?,/ ' 


dx 


t étant un indice quelconque, depuis » = i jusqu'à • =• inclusive- 
ment. Et la seconde des expressions (47) donnera . . . *;6o) 


X =/(y + 7) —/(V 4-/>) = 

= (4-1. -'è(i) ).'*•(.). + (4'{.-4-(^)y.PW. 
-+- ('a.-4'{.).’A-iO. + (4{.-4{. )*.'£{»). 

-t- l'Hi-4-{.).'£(i)i + (4-5i — 4'«. )’.’£«» 


+ (4-{. + (4'(^.-4'(,^.)’.-^-(»),^. 

(4'(i)-4'{._, )•'£(.). + (4-{i)-4'«.^.y.'£(s).i 


i6o 
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en faisant encore généralement ... '(6l) 




/ «!/>' -H 
■ V / 




1 +-»'■) 
a ^ \ dr^ 

JL ’l't. / rf/(.g'-f-KO 


) 

). 


> étant toujours un indice quelconque, depuis • = i jusqu'à > = • 
inclusivement. • 

Telles i'6o) et '(^o) sont donc les expressions des procédés que , 
pour la détermination de la quantité cherchée X, prescrit la méthode 
d'exhaustion dont il s'agit, lorsque, dans les limites de cette déter- 
mination, ou veut faire entrer les quantités du second ordre de 
grandeur, savoir, les quantités (4't, — ou bien, lorsqu’on 

veut employer la première et la seconde puissances de la mesure 

d'exhaustion (4'{, — 1 |-{, ,), c’est-à-dire, les deux premiers termes 

des développemens des différences (a"/ir — — ’ù"fx) 

qui constituent les élémens principaux de la déterrainatien en 
question. 

On voit facilement qu’en procédant de la même manière, on ob- 
tiendra la détermination de la quantité cherchée A, en employant 
trois, quatre, cinq, etc. termes des séries (5a) et '(5a) donnant les 
développemens des différences (Aj/r — et 

— Sans reproduire ici les détails, nous nous bornerons à présenter 
les résultats généraux que, de cette manière, notre méthode d'ex- 
haustion fournit pour l'évaluation d’une quantité X, lorsque , dans 
les limites de cette évaluation, ou veut faire entrer les quantités de 
l’ordre n de grandeur, c’est-à-dire, lorsqu’on veut employer généra- 
lement les n premiers termes des séries ^52) et '(Sa). 
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Désignons par Tune quelconque de la suite croissante des quiin- 
tités f,, {3, etc., comme nous l’avons déjà fait dans les expressions 

générales précédentes (6t) et '(61); et, substituant à la place de { la 
quantité générale dans les fonctions M^, A/„_, , », etc. et A'^, 

Aj,—,, etc. qui entrent dans les expressions ( 5 o/ et V 5 o) des 

coefficiens et '^4 (m).^ des séries ( 5 i) et ’( 5 i), après y avoir 

donné d'ailleurs à la fonction arbitraire la forme — 4';), dési- 
gnons par etc. et JV^\ A^, , etc. cette 

détermination des fonctions Afet A dont il s’agit. Avec ces quantités 
ainsi déterminées généralement, formons la suite des fonctions. ..(62) 

./ ,W _ ..W\ 

,W _ /sfW vf'^ \ 


Et, avec ces dernières quantités, formons, pour un nombre quel- 
conque V, les deux fonctions générales ... (62)' 

\ djc* y . 

-t- r.— . I (-)ü. . 
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-, ,W 


_ , ,(>) rf/C*' +■? -K. ) ^ 










étant ici la quantité qui entre dans les expressions (3g) et (44) 
quantités P et Q. Or, si l’on fait . . . (62)" 

4-{. -4'(f) = a. 

= n. 

'Ml — 4'{. = o> 


-M^. — iM^. = a^, 
'f'(^) — ’Hm-» = 


les formules (47) donneront généralement, la première l'expression 
...(63) 
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X =/{x' + q) —fix'-hp) = 

= Q,.£(i)i ■+■ ■+■ of.£Cî), ... + n;.£(»), 

-f- Cj . ^ • -^0)» * ■ * • X(n)î 

+ Ilj.£(i)} + nî.£(ï)j + Û3.£(3)3 ... + n3.£(«)5 

-+■ a. ■■SCO. + + a’.--e(î). ••• + al-^W.i 

et la seconde l'expression . . . '(C3) 

X =/(x’ + î) _/(*•+/,) = 

= n,.'£(i), + n!.'£(ï), + Q?.'£( 3 ). ... + Qr.'£(n), 

+ a,. '£(•), + n^ '£(»), + ni. '£(3), . . . + n;.’£(n), 

~f- Q3 -*£(i) 3 -f- Û3 .'£(1)3 H- Q3.'£(3)3 . . . -f- 03 . ’£'(ff)5 


+ a,. •£(.). + ni. '£(11). + ni.'^(3). ... + a;. ■£(«).; 

n étant évidemment Tordre de grandeur des quantités a, qu'on veut 
faire entrer dans la détermination de la quantité cherchée X. —• Et, 
telle est définitivement, dans sa plus grande généralité, la méthode 
ALC oRiTHMiQCE d'exhadstiox qui cst Tobjct de cette Note. — On en 
déduira facilement les deux cas particuliers correspondans à n = 1 
et à n = a, que nous avons trouvés plus haut sous les marques (56), 
'(56), et (60), '(60); en n'admettant successivement que le premier 
et le second ordre de grandeur des quantités n, 

.Si, dans le cas le plus particulier (56) et '(56), on fait la fonction 
arbitraire 4{ simplement {, ou aura d4'( = d( ; et si Ton y fait de plus 
^=i,parcequc cet te quantité arbitraire n’est alors d'aucune influence; 
les expressions (56) et '(56) présenteront le cas le plus particulier et 
en même temps le plus simple de la méthode dont il est question ; 
savoir, l'expression (56) deviendra. . .(64) 

20 
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X =/(x’ + g) = 


(ti-t.)( 


d/ix' + l+p — l,] 
dx 


) 




à /{x 

iix 


)■ 


et l'expressioD '(56) deviendra . . . '( 64 ) 


X=/{x- + q) -f{T+p) = 


+ {q — U-,)- Ç 


+ U— ■) > 

rfjt . 


Mais il faut alors que les différences ({, — p), (I, — ({s — {,), . . . 

. , . (q — Ut—i) soient toutes plus petites que runité.— llfauteucore 
remarquer que, dans les expressions élémentaires ( 41 ) et (45), et 
par conséquent dans les deux expressions précédentes générales 
(63) et '(63), les quantités t, , {3,. .. t.. ■ ue sont pas nécessaire- 
ment identiques. On peut donc , pour fixer mieux les limites de la 
quantité X, qui se trouvent données par les deux formules ( 47 )) 
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établir, parmi les quantités , li, (31 • . • iu—i ({ui entrent respecti- 
ment dans ces formules, telles relations qu'on juge convenables. 
Par exemple, dans les deux dernières expressions (64) et '(64), si 
l’on distingue par {’, , li, (3, . . . {à les quantités {,, {,, etc. qui entrent 
dans la première (64) de ces expressions , et si l'on établit, entre ces 
quantités et les quantités , (3, . . . {„ de la seconde '(64) de ces 
expressions , les relations . . . (65) 

t, — = (. — {»_, = 9 — 4»_, 

{; — — {_ 

{i — i; = t»-. — 


i'm — {«-I = {■ — Pt 

qui donnent . . . ( 65 )' 

li = /> + î — 

ti = t'i + {•_. — = P + 1 — U-. 

ts = {» + — {«—1 = P 1 — t«— > 


{«_! = -+- {• — Il = V* î — i‘> 

l’expression ( 64 ), en y renversant d’ailleurs l'ordre des termes, de- 
viendra . . . (64)' 


jt=/(*'4-9) —/(x' + p) ■. 


) 
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Dans ce cas, on aurait, pour les deux linaites de la quantité deman- 
dée X, les deux expressions '( 64 ) et ( 64 /; et ce sont là les expressions 
que, dans son Calcul intégral {vol. I, sect. I , cap. y 11; Methoelus 
generalis integralia quœcunque proxime inveniendi), Euler a pré- 
sentées pour évaluer par approximation l'intégrale definie d'une 
fonction fx donnée. On voit maintenant quelle est la vraie origine 
algorithmique (*) de cette méthode d'Euler; et on voit, de plus, 
qu’elle n'est qu’un très petit fragment du système entier des diffé- 
rens procédés constituant la méthode algorithmique d'exhaustion que 
nous venons de présenter. 

Enfin, pour ce qui concerne la nature des limites que forment, 
pour la quantité demandée .Y, les deux expressions (63) et *(63j de 
cette quantité, il faut, pour reconnaitre ces limites, examiner, dans 
les séries (5a) et ^(Sa), les termes qu’on a négligés. Nous abandonnons 
ces recherches aux géomètres qui, suivant la marche précédente, 
pourront maintenant construire facilement les différens procédés 
algorithmiques d'exhaustion, de plus en plus exacts, en prenant, 
pour la fonction arbitraire 0 I Ou diverses fonctions détermi- 
nées; et, quant à ta connaissance de la nature des limites que, dans 
ces cas, forment les deux expressions rléfinitives (63) et \63), il suf- 
fira, comme nous venons de le dire, d'examiner, dans le concours 
des séries (5a) et '(5a), Tinfluence de ceux des termes qu’on a 
négligés. Cependant , dans les deux dernières expressions '( 64 ) et 
( 64 /, on voit immédiatement que, lorsque la dérivée différentielle 


(•) Nous di»oni la vraie origine algarû/imiijac , parrcqn'il eiislr, en outre, une ori- 
gine supérieure, c'est-à-ilirc , l'origine phUoio/ihlque de cette méthode d'eshatotion. 
7Î01IS ferons connaitre celte dernière dans une autre occasion, où nous présenterons, 
en même tems, une génération algorithmique tout â-fait nourelle qui est, en quelque 
sorte, le pôle opposé par rapport à la méthode d'exhaustion dont il s'agit ici. 
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est telle que, depuis x 


=:{£+ /))jusqua x = (ar'+ ç), elle croît 


ou décroît constamrociit, les deux limites '((>4j et (64/ sont toujours 
l'une plus petite et l'autre pins grande que la quantité demandée X. 
On voit égalenientque , dans ce dernier cas , si l’on considère la fonc- 
tion fx comme la surface d'une courbe , et par conséquent la dérivée 

différentielle comme l'ordonnée rectangulaire de celte courbe, 

les différens termes composant l'une des expressions '(64) et ( 64 )', 
seront les surfaces des rectangles élémentaires inscrits dans la 
courbe , et les différens termes composant l'autre de ces deux expres- 
sions , seront les surfaces des rectangles élémentaires circonscrits à 
cette courbe; de sorte que les deux expressions '(64) et (64)' sont 
analogiquement, pour la quantité cherchée X, ce que, dans la mé- 
thode d'exhaiistion des anciens, étaient les polygones inscrits et les 
polygones circonscrits par rapport à la courbe cherchée. On voit 
même que les principes de cette méthode géométrique d'exhauslion 
des anciens, ramenés à la considération purement algoritlirhique, se 
trouvent nécessairement dans la méthode algorithmique d'exhauslion 
que nous venons d'exposer. 

En terminant ici cette exposition, nous devons faire remarquer 
que nous avons suivi la voie TnroniQui; pottr la construction de cette 
nouvelle méthode d'exhauslion; et cela nommément en ramenant 
la détermination des quantités et Ç> ou les fonctions (41) et (45), 
d'abord aux différences fx) et ('^"/x — '^(fx) de la 

fonction fx en question , ainsi que cela est fait dans les expressions 
(39) et ( 44 \ pour arriver ensuite et définitivement , par le moyen de 
ces différences, aux différentielles memes de la fonction fc. En effet, 

de celle manière, les quantités P et Q, ou les fonctionsy(x ,«{) 

/(j^ — eO et/(a:-4-eÇ)— /:> + eî). se trouvent d'abord ramenées 


aux éLÉMEJïs SECONDAIRES de la génération de la fonction fx, qui sont 
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les »iFF«nEWc*8 de cette fonction, et ensuite, par le moyen de celles- 
ci, aux ELÉMEKS PRIMAIRES dc cettc génération , qui sont les différen- 
TiELf.ES mêmes de la fonction _/!r, auxquelles effectivement nous dé- 
sirions arriver en dernier lieu ; et c’est là évidemment la voie théo- 
rique de la génération de la quantité X dont il s’agit. Mais, si au lieu 
d’approfondir la théorie même de la méthode qui est l’objet de cette 
première Note, nous ne voulions avoir que les formules (63) et *(63) 
qui en présentent la construction, nous pourrions y arriver beau- 
coup plus brièvement par la voie teciijiique, en développant immé- 
diatement, sous la forme de séries, les fonctions /"(x — /*{) — /{x — 
et y(x - 4 - i«t) — y(x K)- Voici ce procédé. 

En supposant toujours, comme plus baut, que la fonction arbi- 
traire est telle que la relation ÿ(=o donne { = f, développons, 
par le moyeu de notre loi générale des séries, les fonctions /'{x — ^() 
et J~{x + /*i) par rapport aux puissances de la fonction fi, c’est-à- 
dire, sous la forme . . . (66) 

+ -li, ■ fi + Â,.{fi) + ji,.(fiŸ -4- «te. 

— ’-T. -P ’.r, . f t -f- '.r, .(et) -p '-r,.(e{) -p etc. 

Nous trouverons d'abord, pour les coefCciens .</„ et les valeurs 

«I 

de sorte que nous aurons immédiatement ... (66)' 

P =/(x_^{)_/(x-K) = 

= ji,.fi + .4, .(et)’ -P -4j.(et)’ -P etc. 

Q =/(A^-P^f)— /(*-P/»f) = 

= 'X,.fi + 'J..(,fiŸ -P ‘^S.(,fif -P etc. 

Quant aux autres coefliciens Ay, etc. et 'A,, 'A„ 'Aj, etc., 

nous trouverons, pour leurs valeurs, les expressions générales sui- 
vantes . . . (66)" 
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(- «r . . *(-■), ") 

V «ir* / 




rfj.* 


iSg 


— =w.(^’) 









V / 



ir étant un indice quelconque, et les quantités i formant, à l’instar 
des quantités (62), les fonctions . . . (66)'" 


* = “:n 1 • («. — y.) 

.{dfrr 

rff* — ' 


ï(ir)_, = 


rfr~* 

'l'-W)' 




etc.| etc., 


6o 
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dans le.squelles les quantilés /»/,, d/^,, etc. et A',, 

etc. correspondent aux quantités d/„_,, d/a_,, etc. et 
A'jui données par les formules (6) de la Béfutation de 

Lagrange, ou proprement par les formules (6/ de X Errata annexé 
au présent ouvrage, en y substituant , à la place des différences des 
i facultés fx, etc., les différentielles des puissances 

fî. (?{)’> (?{y» etc., et en observant d'ailleurs de mettre { à la place 
de { après avoir pris les différentielles par rapport à cette dernière 
quantité. 

' Or, suivant les expressions générales (G6/ des fonctions P et Q , 

I si l’on forme d’abord les quantités particulières P,, P„ Pj, ... P„ et 

I Çn Qtt Qii ■■■ Qu d’après les déterminations {4i)et (45), et ensuite 

les quantités plus particulières encore P [ , P„ P\, , . . P, et (f’,, <?(, 
^ (ji,, ... Q, ea y donnant respectivement à la quantité générale x les 

^ valeurs déterminées {id + p + </ \ et x*, on verra que, si de plus on 

^ donne à la fonction arbitraire générale «>( la forme (’f{ — 4'î)i 

j expressions (6G/' des coefficiens yf, et seront identiques avec 

* les expressions (6a)' des coefficiens ■£'(»), et 'E’ (»■),; de sorte que si 

l’on ne prend que les n premiers termes des séries (66)' et si, avec 

* les quantités P\, P„ /'), etc. et Q\, Çi, etc. ainsi déterminées, 

on construit, par le moyen des expressions (47)» la quantité deman- 

•| dée X, on obtiendra immédiatement, pour cette quantité , les deux 

expressions générales (63) et '(63) que nous avons trouvées par la 
■ voie théorique. — Revenons actuellement à cette première voie ou 

considération. 

Nous avons déjà remarqué plus haut quelle est la différence de 
l’emploi des séries (5a) et '(5a) dans les deux cas où l’on prend tous 
les termes de ces séries et où l’on ne prend que quelques uns de leurs 
premiers termes : nous avons vu que , dans le premier cas, celui où 
, l’on prend tous les termes des séries (5a) et '(5a), on obtient une 


'I 
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véritable méthode tfcheiqoe, en ce que, dan.v ce ca.v, ren,<!Pmble 
de la génération de la quantité se trouve donné, quel que soit le 
nombre • des quantités auxiliaires J, , et 

et que, dans le cas où l'on ne prend que quelques uns des premiers 
termes des séries (5a) et '(5a), comme nous venons de le faire dans 
le procédé ci-dessus, on n’obtient qu'une méthode D'AfPROxiHSTion , 
dont le vrai caractère consiste en ce que les accroissemens des diffé- 
rentes quantités X calculées avec différens nombres • des quantités 
auxiliaires t,, { 3 , etc. et etc., ne se trouvent soumis à 

aucune loi. Or, pour ce qui concerne la dernière de ces méthodes, 
savoir, la méthode d’approximation ou la méthode algorithmique 
d’exbaustion , elle se trouve, ce nous semble, développée sufGsam- 
uient par ce que nous venons de dire dans cette Note; et, pour ce 
qui concerne la première de ces méthodes, .savoir, la véritable mé- 
thode technique, elle ne présente aucune difSculté, car les séries 
(5a) et '(5?) la donnent immédiatement. Cependant, pour joindre 
ici un exemple de cette méthode technique, nous terminerons ces 
recherches en déduisant, de nos formules, le cas particulier et le 
plus simple de cette méthode. 

En supposant que l'exposant m des différences données par les 
séries (5a) et '(5a) soit simplement l’unité, et que la fonction 4-( qui 
entre dans ces séries soit simplement f , ces séries deviendront 

( Af A - A { A ) = -<(!),. ({-0 - I - -<( 1 ),. ((-<)’ + 

+ ^(j), .((-(/ -H etc. 

(■AjA-’AfA) = + ’./(•),.(«-?)' -t- 

(Os •({—<)’ + e'r-i 

les coeiBciens Op. en vertu des expressions (5o) et '(5o), 

étant alors 

at 
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^(0» 




(-0^' 

i''!' / 

dLr'* ^ 


Donc, en substituant ces valeurs, il viendra 
— etc., etc. 


CiA-at/,) = 


+ tic., CIC. 


.si Ton prend maintenant, entre les quantités /; et y, la suite crois- 
sante /40) des quantités {3, • • • U. et {,,{3, ...{„, en y éta- 

blissant toujours la relation (40)', savoir. 


C. = {., îj = {., {( = {>. ...Î. = U_., 


de sorte qu’on ait{, =/> et{„=y; et si l’on suppose ici que cette 
suite de quantités forme une progression arithmétique, telle que 


= t) = t. - U-. = -i 

et enfin si, faisant /» = 1 dans les formules ( 39 ), (4i), et (44)> (4S)> 
on calcule les quantités P\, f*',, /’j, ... Pi, et Q\, Q'„ Q'n .. • Q‘m qui 
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entrent clans les expressions (47) de la quantitci cherche'e A'; ces 
expressions (47) donneront ici respectivement , la première . . . (67) 

X =/(x’ + q) — /(x +/>) = 



ri'> + 

r<” 4- ri” 4 - rV> ... 

+ ri” , 1 

** 

{ ri” + 

r‘” 4- ri*' 4- ri*' ... 

ri*l } 

4- 

1 . a . 

3 -{rf 

+ r</' + rf 4 - rT . 

» • 4- / ç 

— eic. , 

elc. ; 



et la seconde . . . '(67) 



X =/(x' 

+ î) —A'^'+p) = 


m, 

1 

[4” + 

zi” 4 - zi*' 4 - zi” ... 

4 - zilL. } 

«' 

4- — 
1 . a 

y , 0 ) . 

. { Zo -f-Zi 4- Z, 4- Z 3 ... 

+ zi:i,j' 

4~ -■ 
i .a. 


. ,(j) , . ,0i 

4- Z, 4 - Zi 4- Z 3 . 

..4-Z«.} 

4> etc., 

1 i 



en faisant , pour un exposant quelconque w, particulièrement 


rW _ 

J 0 — 

^rfV(*'4-?)^ 



— 




— 

\ <ix^ ) ' 


et généralement 





/ J* — 

^ rfV(*' + 7 H- /> — li« ) ^ 



— 




— 

\ ctr* /’ 


fà étant un indice 

quelconque depuis l'unité inclusivement. 
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Enfin, si l'on intro<lnit , entre les qiinnlite’s {3, etc. le.s rela- 

tions ( 6 i) , la première ( 67 ) de ces expressions deviendra . . . ( 67 )' 


r =/(./ + ,) = 



-1- - 1 - 

i.a ^ 

. -4- z'.’L, 4 

1 • î -4- -4-^3 

i.a.3 ^ 

... 4 - z'^L 


— elc . f «te. 

Tel est donc le cas le plus particulier et le plus simple de la nié- 
ibode technique que présentent les séries (5a) et '(5a); mais il faut, 
dans ce cas , que <• soit plus petite que runité. — C'est aussi le cas le 
plus particulier qu'a donné Euler à l'occasion de son cas particulier 
de la méthode algorithmique d'exhauslion , dont nous avons parlé 
plus haut : on peut , encore ici , apprécier la vraie origine de ce cas 
particulier d'Euler, et l'on voit que ce n'est aussi qu'un petit frag- 
ment de l'ensemble des procédés techniques que présentent les séries 
(5a) et '(5a) . 

Il faut remarquer que les expressions précédentes ( 67 ) et '( 67 ) 
peuvent être déduites immédiatement des formules (63) et '(63), en 
y prenant le nombre de termes n indéfiniment grand, et en y intro- 
duisant les déterminations particulières convenables ; et, même gé- 
néralement, il faut remarquer que, lorsque, dans les formules (63) 
et '(63), on prend le nombre de termes n indéfiniment grand, ces 
formules donnent immédiatement et dans sa plus grande généralité, 
non seulement la simple méthode d'approximation qui est l'objet de 
cette Note, mais la méthode technique elle-même dont nous venons 
de parler. 
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En termiuanl celte première Noie, nous devons observer que la 
méthode d'exhauslion dont il y est question, peut être appliquée 
indistinctement à la solution de tous les problèmes de l’Algorithmie, 
A l'exception seulement de ceux de la Théorie des Nombres. En effet, 
cette méthode n'exige que la connaissance des différentielles de la 
fonction cherchée; et, comme on le sait, dans tous les problèmes que 
nous venons de nommer, ces différentielles, formant proprement les 
élémens de la génération de la fonction, sont données. H est vrai que 
celte méthode ne se trouve applicable immédiatement qu’aux fonc- 
tions d’une seule variable; mais, en observant que les fonctions à 
plusieurs variables indépendantes peuvent toujours être traitées à la 
manière des fonctions d’une seule variable, moyennant que l’on 
considère ces différentes variables indépendantes comme étant des 
fonctions indéterminées d'une seule de ces quantités, on verra qu’on 
pourra toujours ramener les problèmes impliquant plusieurs va- 
riables à la considération d’une seule variable, et par conséquent 
qu’on pourra toujours appliquer, à la solution de ces problèmes, la 
méthode d’exhaustion dont il s’agit. 

Nous montrerons en détail ces applications lorsque nous nous oc- 
cuperons séparément de la Philosophie des différentes branches de 
l’Algorithmie. — Mais, pour en indiquer ici au moins les traits prin- 
cipaux, hors du cas direct de l'évaluation des intégrales, nous allons 
faire voir rapidement l'application de la méthode dont il est question, 
à la résolution des équations numériques. — Soit . . , (68) 

O = -r. -t- ■+■ Ayj' Jiy* . . . -t- 

une équation numérique du degré m. L’inconnue^de cette équation 
est évidemment fonction des coefficiens y/,, A,, ... A„ que 

l’on doit considérer comme autant de variables indépendantes. Or, 
on peut facilement ramener ces différentes variables à la considéra- 
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tion (l’une seule, par le moyen suivant. Parlageons les termes de la 
fonction d'équation 

J. + -4, y + 4, y' 4 - Aty' A^y- 

en deux p.Trlics quelconques que nous désignerons généralement par 
/* et Çt, de sorte qu’on ait d’abord 

o = F A- Q; 

et introduisons une variable auxiliaire x comme facteur de f’, de 
sorte qu’on ait auxiliairement . . . (68/ 

O = j-P 4- <?. 

Alors, l’inconnue _>• pourra être considérée comme fonction de cette 
variable x; et, si l’on connaissait cette fonction, on aurait, en y 
faisant x= i , la valeur de l'inconnue de l’équation proposée (68). 
Mais l’équation auxiliaire (68/ donne, d’une part, les différentielles 
de y prises par rapport à la variable ar, et de l’autre part , la valeur 
de y lorsque a: = o, car on peut toujours prendre Q de manière que 
l’équation Q = o soit résoluble. Donc, avec ces données, on pourra 
visiblement, par le moyen de la méthode d'exhaustion dont il est 
question , en y faisant x' = o, et de plus p=o et q=i, arriver à 
la connaissance de l’inconnue^ de l’équation proposée (68). Car, si 
l'on désigne par fx la fonction de x que donne pour y l’équation 
auxiliaire (68)', la méthode d’exhaustion fera connaître la valeur de 
f{x’ + q) — -y p)i c’est-à-dire, la valeur de /(i) — f{o)\ de 
sorte que, connaissant la valeur de f{o), c’est-à-dire, la quantité y 
que donne l’équation Q = o, on parviendra, par le moyen des va- 
leurs intermédiaires, à la valeur de/(i) qui est la quantité cherchée. 

Nous ne prétendons nullement proposer celte mélh(jde pour la 
résolution des équations numériques (*) : nous avons seulement 


(* ) Bientôt ooa» ferons countitre le sysirme complet de toutes les méthodes possibles 
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voulu alléguer un exemple de l’application générale dont est su.scep- 
tible la MÉrnone ALcoaiTRMiQiiE n’EXH\rsTiox qui est l'objet de celte 
Note, et qui, déduite à priori dans le second Mémoire, se trouve ici 
exposée uniquement pour compléter la science. Nous observerons 
cependant que l’application que nous venons d’indiquer, pré.senle le 
premier procédé général que la science ait eu, jusqu'à ce jour, pour 
arriver directement aux racines d'une équation, sans aucune con- 
naissance préalable, ni sans aucun tâtonnement. Et, nous observe- 
rons surtout que si l’on emploie la nouvelle méthode d’exhaustion 
dans toute sa généralité, telle qu’elle se trouve donnée sous la mar- 
que ( 63 ) et '( 63 ), on peut, en choisissant convenablement la mesure 
algorithmique dénotée ici par ('J-t — 4'Ç), arriver avec assez de rapi- 
dité à la solution des divers problèmes de l’Algorilhmie. Mais, c'est 
essentiellement à l'évaluation des intégrales que cette méthode d’ex- 
'baustion peut être appliquée avec une utililé'supérieure; comme l’a 
déjà fait Euler à l’endroit cité plus haut, en ne se servant même que 
du cas le plus particulier '(67) et (67)' de celle méthode, lequel seul 
lui était connu. 


SECONDE NOTE. 


Sur la Génération primitive des Différentielles. 


Ataht prouvé, dans le troisième des Mémoires précédens, que les 
différences idéales ou les différentielles sont des fonctions algorilh- 


pour la résolution des équations numériques, et même le système complet des méthodes 
possibles pour 1« résolution numérique de toutes les autres questions de TAIgorithmie, 
à reseeplion de la seule Théorie des Nombres. — (Test ce système de méthodes qui est 
l'objet de U Tecbnie de VAlgorithmie. 
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iniques iadcpendaiites et nn^me absolues , nous avons conclu qu'elles 
doivent avoir des lois propres pour leur génération. Nous avons ainsi 
retrouvé, par une simple déduction algorithmique, une nécessité de 
génération que, dans notre Philosophie des Mathématiques, nous 
avions déjà établie par des déductions purement philosophiques. 
Nous nous trouvons ainsi ramenés aux principes de la Philosophie 
des Mathématiques ; et, par conséquent , c'est cette Philosophie que 
nous devons interroger sur la loi FOSDAiiEivrsLi! de la génération des 
différences idéales ou des difTérenlielles. 

Or, la Philosophie des Mathématiques nous apprend (pages 36 et 
suiv. ) que la loi fondamentale de toute la Théorie des différences , se 
trouve être la loi de la génération des différences prises sur une fonc- 
tion de la reproduction (de la multiplieation), savoir, sur uue fonc- 
tion (Fx x/x), dans laquelle /'a: et fx sontdes fonctions quelconques 
de la variable x ; et nommément que c'est la loi présentée sous la 
marque ^c) ou , dans sa transformation , sous la marque (c}' ( page 58 ). 
C'est donc de cette loi fondamentale (*) que la science doit déûniti- 


(*) A propos (le celte îoi fondamentale de la Théorie des differenceSf noua devons 
redresser une inexactitude historique qui s’est glissée dans la Conclêuion de notre Phi* 
losophie des Mathématiques, où, parlant de cette lot des différences (page aS8), nous 
disons « quVIle n’était pas connue *. — C'est une inadvertance ; car, cette loi, considérée 
purement comme formule algorithmique, a été découverte par Taylor {Phiiosop/ücai 
Transactions, aon. 1717, n°. 353 ). ?ions renonçons volontiers à la priorité de la 
découverte de cette formule algorithmicpiei mais, ce qui est ressenliel, nous revendi- 
quons I pour notre Philosophie des Mathématique*, la découverte de ce que cette for- 
mule, qu’on avait presque délaissée dans sa généralité, est la Lot roRosMXKTsLe de 
toute la Théorie des différences et différentielles, directes et înverKS. — Au reste, cette 
erreur de notre part, peut devenir de quelque importance pour l'histoire de la science. 
On pourra, en effet, en tirer une preuve de ce que les travaux qui ont précédé notre 
Philosophie des Mathématiques, ont été d’un très faible secours pour réTSSLiasEMiirT 
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▼ement dériver la génération de toutes les différences, et spécialement, 
pour le cas en question , la génération des différences idéales ou des 
différentielles. 

Jusqu’ici, les différens procédés qu'on a employés pour déduire 
cette génération , se réduisent tous , plus ou moins directement, aux 
développemens des fonctions en séries ; ce qui , suivant ce que nous 
avons prouvé dans cet opuscule, est tout-à-fait inexact, parce que le 
développement des fonctions suppose déjà l’existence des différen- 
tielles. La génération des différentielles doit être déduite entièrement 
et uniquement de la loi fondamentale dont nous venons de parler ; 
et cette déduction , opérée sur les fonctions élémentaires , appartient 
proprement à la Philosophie du Calcul différentiel. — C’est cette 
déduction élémentaire que nous allons présenter. 

La loi fondamentale de la Théorie des différences est . . . ( 69 ) 

a‘“(fxx/t) = Fx . tJ‘fx -4- ^.AFx.(A'‘~yx — A^'/x) 

* »> 

+ . A' /X . (A'^'/x — 4- A^x) 

i.a 

+ Ayx.(A^-V-r- ÎA^-V-F4- U>"'/x- A^x) 

-f* clc. , etc. ; 

^ étant un exposant quelconque, et a le signe des différences que 
nous prenons suivant la voie régressive par la raison que nous avons 
déjà alléguée ailleurs. Or, lorsque l'accroissement de la variable x , 
dont dépendent les différences A, est indéûoiment petit, ces diffé- 


oiriKiTir de U science, que présente cette Philosophie: on pourra préiomer que, quand 
même aucune det lois fondamentales de la science n'aurait été troutée, la Philosophie 
dont U s'agit les aurait dccourertes toutes. ~ Telle est d'ailleurs U nature de cette 
Philosophie. 


SECONDE NOTE. 


170 

rences devienDenl idéales et forment les différentielles; et alors, eu 
vertu du principe fondamental du Calcul infinitésimal , les différences 
idéales des ordres supérieurs peuvent rigoureusement être négligées 
par rapport à celles des ordres inférieurs; de sorte que, désignant 
suivant l'usage par efces différences idéales ou les différentielles, la 
loi prccétlcule donnera .. .(70) 

=: FT.4l‘fx -e !^.dPx.dl‘—'/x 

I . a 
i.i.î 

+ tic. , etc. 

Telle est donc la loi fondamentale de toute la Théorie des différen- 
tielles; loi bien connue des géomètres , mais dont ils ont entièrement 
mwonnu l'importance. Telle est donc aussi l'unique loi de laquelle 
devront partir les auteurs qui dorénavant voudront faire des traités 
permanens du Calcul différentiel. — Quant à nous, d'après le but 
que nous nous sommes fixé plus haut , nous nous bornerons ici à 
déduire, de cette loi fondamentale, les différentielles du premier 
ordre des fonctions algorithmiques élémentaires, savoir, des fonc- 
tions ...(71) 

sin.fx «t COJ. px-, 

px étant d'ailleurs une fonction quelconque de la variable x. Or, lors- 
que if= 1 , la loi fondamentale (70) devient . . . (70)' 

d{Fx./x) = Fx.d/x + dFx./x. 

.Soit donc , d’abord pour la fonction (fx)", 

Fx = (fxY, fx = (f*)», et P + q = m; 



on aura . . . (7a) 
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d{fx)’' = } = (f.ry.d(fx)^ + (^fx)*.d(çxy. 

Ainsi, faisant généralement q= 1 , et successivement/» =: i,/» = a, 
P = 3 , etc., on trouve 

d(^px)' = 

= (^x)’.tlpx -f- r= 3(pr)*.rfipr 

4- p-r ,d{fixŸ = ^(^xŸ.d^x 

etc., etc.; 

d'oii Ton tire, pour un nombre entier quelconque //t, la differeutielle 
générale . . . (72/ 

=: *,dpx. 

Car P et q étant des nombres entiers, l’expression (72)' donnerait 

d{fix)^^ r= ',dfx ,p{fx)^~~' >dfx = 

= {p + q).{px^y-^'-dtxi 

et il suffirait que cette expression fût vraie (l.tiis un seul cas, pour 
l'être dans tous les autres. Mais elle l'est évidemment dans le cas de 
/)=i et ÿ = i ; donc, etc. 

Maintenant, lorsque m est un nombre fractionnaire, irrationnel, 
transcendant ou même idéal ( imaginaire il existe toujours un autre 
nombre n tel que /n + n est un nombre entier; et alors, on aurait 
d'uue part, en vertu de la loi (70)', l'expression 

= (fi)” • • («>')"; 

et de l'autre part, en vertu de la formule particulière (72/, l’ex- 
pression 

rf (f x)*+* = {m + n). . dpx. 



ija 

Donc , 011 aurait 
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(m + n) . ' .dfx s=. {fxf .d{fxf + d (f j-)“ . (ÿr)" ; 

relation qui n'est possible généralement qu'autant que contient 
le facteur variable {9x)"~'.dtx, et le facteur {txf'~'.dtx, 

c'est-à-dire qu’autant que 

d{^xf* , dpx , el d{jpx)'* ' .dpx, 

A eXD étant deux quantités indépendantes de la variable x. Ainsi, on 
aurait 

(4.^)"+"-' .-rffx = {_A-^B).{jfxf-^-' .dpx, 

et par conséquent, m+n = A + B\ relation qui n'est de nouveau 
possible qu'autant que A=m el B=n, car ce n'est que de cette ma- 
nière que peuvent subsister généralement les relations précédentes , 
m restant constant et n augmentant d'une ou de plusieurs unités. On 
aura donc généralement . . . (7a)" 

.dpx, 

quel que soit le nombre m, entier, fractionnaire, irrationnel, trans- 
cendant ou même idéal j et cela, .sans avoir employé aucune autre loi 
algorithmique, pas même le binôme de Newton. 

En second lieu, pour l.i fonction exponentielle a^, on a, en vertu 
des facteurs élémentaires ou philosophiques de la génération par gra- 
duation (voyez Philos, des Mathim. pages 178 et suiv.), l'expression 
....( 73 ) 

a*’ = , 

L dénotant le logarithme naturel, et ao un nombre indéfiniment 
grand. Or, considérant le facteur élémentaire ^ i ^x.Im.— \ comme 
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une fonction dex, et prenant, en vertn de la loi générale (72)", Ta 
différentielle de l'expression précédente (73), on aura 

d(a^^) = » Çt + 9x. La. — ^ . — . rfÿx =: 

— ^l+px.La . — ^ .La.d^x; 

et remettant la valeur (73^ de , on obtiendra... (7 3 )' 

d(fl^“) — . La.dfr. 

En troisième lieu, pour la fonction log. 9x, on a, en vertu de la 
loi fondamentale de la théorie des logarithmes, l'expression.. . (74) 

I 

log. fx = 

a étant la base du système de logarithmes dont il s'agit. Ainsi, pre- 
nant, par le moyen delà loi générale (72)", la différentielle de cette 
expression , on aura . . . (74)' 


rf(Iog. ^x) = — .rf(fx)” r= -_.{jx)“ .dfxzzz 


Enfin, pour les fonctions circulaires sin.tx et cos.fx, on a, en 
vertu de la loi fondamentale de la théorie des sinus et cosinus, les 
expressions . . . (7$) 

,in. tx = _1_ . I 1 

V ) 

COI. *>* = 7 . 1 |, 
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dans lesquelles le signe supdrieur + répond aux différens sysièines 
de sinus el cosiniu hyperboliques , ei le signe inférieur — aux dilTé- 
rens syslèmes de sinus et cosinus elliptiques, a étant d'ailleurs la 
base des systèmes de sinus et cosinus dont il s’agit ( voyez Philos, des 
Mathcm. pages 19 et suir.). Or, en'preuant, par le moyen de la loi 
(73/, les différentielles des deux expressions précédentes , on trou- 
vera • 

^(ûn. —, I * 4 - a ' | . ta . 

d(coi.çx) = ± " ‘ . { — a 

et remettant les valeurs (75), on obtiendra . . . (75)' 

//(sin. fx) = - 4 - La , cos. fx . d^x 
d(cos. fx) = 4: Zxi . tin. ^x . dpx. 

Nous aurons ainsi, en résumant les expressions (72)'^ ( 73 )’, (74)* 
et (75)', pour les difl'ércntielles des fonctions élémentaires (71), les 
expressions . . . (76) 


rf(exr = m(4>x)"— .rf»x 


= a*^ .La. dpx 

d^jT 

dilog.px)=-^ 

</(sin. r= 4- LasCOt.^jr,d^x 
d(co».^jr) = ± La , lia. px , d^j: i 


difTérentielles qui seront obtenues d’une manière indépendante de 
tout développement des fonctions en séries. Donc, puisque toutes les 
autres différentielles se construisent au moyen des différentielles 
élémentaires précédentes , on voit que la génération des différences 
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idéales ou des diflereiitielles, suit «dans son principe, des lois propres 
et entièrement indépendantes du développement des fonctions en 
séries ; et , par conséquent , que les différentielles sont des fonctions 
algorithmiques indépendantes et même absolues. De plus, en obser- 
vant que les différentielles élémentaires (76) dépendent toutes , dans 
leur déduction, de la différentielle (7a}" de la fonction de graduation 
(fa:)™, on verra que toute la théorie des différentielles porte essen- 
tiellement sur l’algorithme de la graduation , ainsi que , dans la Phi- 
losophie des Mathématiques , nous l'avons reconnu à priori. 

Nous avons déjà dit plus haut que la déduction des différentielles 
élémentaires (76] appartient à la Philosophie du Calcul différentiel ; 
aussi , est-ce de cette Philosophie que nous l'avons extraite , pour 
compléter ici la Philosophie spéciale du Calcul infinitésimal nu la 
Philosophie PE l’imfiiu. — Lorsque nous viendrons au développement 
des différentes branches composant notre Philosophie des Mathé- 
matiques, nous donnerons le système complet de la PuiLosopnir pr 
C.tlCÜL DIFFÉRENTIEL ET PO CALCUL INTÉGRAL. 


FIN DES HOTES. 
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Dams l'état auquel nous venons de porter la Métaphysique du Calcul 
infinitésimal, nous devons espérer, du moins suivant les probabilités 
relatives au bien de la science, que ce premier développement de notre 
Philosophie des Mathématiques achèvera d'opérer l'effet que nous 
avions quelques raisons d attendre déjà de notre première production, 
celui de faire reconnaître aux géomètres un état de choses tout-à-fait 
nouveau dans la philosophie de leur science, et sur-tout un état de 
choses situé entièrement hors de la portée de cette science elle-même. 
C'est là le seul but que nous desirons d'abord atteindre : assurés airui 
de la réserve des géom'etres dans leurs décisions philosophiques {*) , 
nous produirons successivement les résultats de nos longues veilles, 
jusqu’à ce qu ayant développé suffisamment les fondemens de la ré- 
forme philosophique que nous avons présentée pour tes Mathéma- 
tiques, nous pourroru reprendre l'ensemble de ce travail, et l'offrir 
définitivement dans un traité détaillé et complet. 

Les géomètres reconnaîtront sans doute, avec la même facilité , 


( • ) On demandera peut-être pourquoi nout insistons tant pour empêcher les géomètres 
de se mêler actuellement de nos productions ? O est que le point sic vue daru lequel Us 
se trouvent, est tellement éloigné de celui de la vraie Philosophie des Mathcmaiiquet , 
que, quels que soient le sèle et les intentùms des géomètres , ces savons , par leur in^ 
fiuence, ne pourraient encore qu'entraver le développement de la nÈrotni que cette 
Philosophie doit apporter à leur science. — Lorsque cette réforme sera achevée, nous en 
préviendrotu tes géomètres; et, alors seulement, iis pourront s'en mêler utilement. 

a3 
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qu'au point où se trouve ainsi portée la Philosophie des Mathéma- 
tiques, nous ne pourrions, sans perdre le tems et sur-tout sans com- 
promettre la science, répondre à tous ceux qui, saru avoir approfondi 
les principes de celte Philosophie , traiteraient désormais des objets 
relatifs à la Philosophie des Mathématiques, et encore moins à ceux 
qui croiraient pouvoir nous attaquer. D'ailleurs, sans parler ici des 
développemens purement mathématiques , si l'on compare les déve- 
lopjiemens philosophiques que nous présentons dans cet opuscule, à 
ce que nous avons d'abord établi sur le Calcul infinitésimal dans le 
premier ouvrage de notre Philosophie des Mathématiques, on pourra 
se former une idée de l'étendue que doit recevoir cette Philosophie ; 
et, en se représentant alors cette vaste et profonde doctrine, on com- 
prendra bien facilement que les différentes opinions qu'on a eues sur 
la Philosophie des sciences mathématiques , ne signifient jusqu'ici 
absolument rien, et, par conséquent, que ce qu’on pourrait encore 
se hasarder à dire sur cette Philosophie , aurait très probablement le 
même caracjère. Nous pensons donc que, dorénavant, les géomètres 
nous disperueront d'avance de faire attention à leurs productions 
philosophiques, quel qu'en soit le but; et que, fondés sur des raisons 
irrécusables qui s’offrent ici en foule, ils sauront interpréter notre 
silence à l'égard de pareilles productions. 

A propos d' attaques que F inconsidération pourrait suggérer contre 
nous, nous pouvons ou plutôt nous devons, pour répondre complè- 
tement C), au moins une fois de la vie, à une attaque pareille faite 


Dans une brochure inùtutét Document pour Hiiiloire des MatbcmatiqoM» nous 
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contre nous dans le Moniteur du at norrmbre i8ia, que nous 
aurions méprùée si elle n'avait pas eu le caractère d'une attaque 
ofjîcielle dirigée par une classe entière de géomètres , nous devons, 
disons-nous , assurer les savans des trois choses suivantes. 

Premièrement, on a prétendu que, dans notre Philosophie des 
Mathématiques, il se trouve des erreurs. — Nous voulons bien et nous 
devons d’ailleurs croire que ce reproche a été fait avec bonne foi; 
mais alors, nous pouvons assurer les géomètres qu’ils ont mal lu ou 
du moins mal compris le sens de nos formules qui, la plupart, sont 
purement schématiques. En effet, quoiqu'il soit vrai que, par la 
précipitation avec laquelle a été fait ce premier ouvrage, l'auteur 
écrivant la nuit ce qu’on imprimait le jour, il s’y est glissé beaucoup 
d'erreurs typographiques , et peut-être quelques inadvertances d'ex- 
pression, il est constaté d’ailleurs qu'il n’y existe aucune erreur mathé- 
matique capitale qui puisse faire prendre le change sur le vrai sens 
de nos formules. Nous en sommes certain*, et par nous-méme et par 
ceux qui, étudiant cet ouvrage, ont appliqué ces formules à des 
exemples. Bien plus, quelque générales que soient nos expressions , on 
n’a eu lieu de faire qu'un seul doute: c'est celui sur les coeffîciens des 
différences dans la formule (bh) de la page 1 16. La confiance avec 
laquelle ce doute nous a été présenté , a valu {^déjà en avril i8 1 a) au 
jeune géomètre distingué, M. Lebarbier, qui nous fa présenté , une 
explication détaillée de ce que signifient ces coejficiens , et même 


avons Hcjà répondu, ou plutôt nous avons déjà châtié te bavanlage non-scientifique du 
rédacteur de t attaque dont il s'agit. Mais il faut encore rassurer Us savans qui pa- 
raisseea avoir commandé cette attaque- 
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la loi qu'ils suivent dans leur génération Ç’). — Quoique très occupé, 
l'auteur de cet ouvrage est prêt à donner aux géomètres tous les éclair- 


(*) Foici la Note de M. LebaHnetf et ta Réponse que nous lui avons faite. 

Note de M. Leharbier. 

<1 Cette formule (/ii formule (bfa) de la page \ \^ de la Philos, des MAthéfn,)| ne réussis 
• pas ; elle me parait absolument fausse. Pour le prouver, on n’a qu’à CttppUquer à la 
« fonction 


Z = ax* H- bay. 


« On trouvera 


(i®.) ... AZ = (lax H- aAx by) Ax 4- (bx + bAx) Ay , 
fo-O . Ax = ( lax + aAx 4- by } Ax 


. tt comme M. tTronshi suppose 


AZ=(g).AK-^ (g). AT, 


« on “uoit évidemment que le résultat ne s’accorde pas avec la dfférence totale AZ 
€ ci-dessus, 

( bZ\ /AZ\ 

—J , j ont une sign^ca- 

1 tion que Je n’entends pas. > 

Réponse qui a été faite à cette Note. 

Monsieur, fai examiné la formule (bb) de la Philosophie des MalhéiBaliq[oes 
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cissemens nécessaires pour les aider à approfondir cette nouvelle doc- 
trine; mais, étant entièrement absorbé par son travail, il prie les 


{page Ii6); et toin de la trouver drfecUteute , J'y ai retrouvé l'évidence immédiate 
que je lui ai reconnue et asxignée. — La sigrti^cation que vout donnez au.r quantités 

t ete. est bonne ; mais vous négligez une considération palpable dans 

leur réunion. La voici. 

Les d^érences de la/onetion F(i|, i,, Xji etc^y prises séparément par rapport aar 
variables x,, x,, X}, etc., sont 



/AF\ 


/ ar \ /AF\ / ar \ 

et chacune de ces fonctions ne contiendra que V accroissement respectif &x,, Ax, , 
Axjt etc. Mais, lorsque les variables X|, x,, Xj, etc. reçoivent simultanément les 

accroissemertt Ax, , Ax, , Axj, etc., U est visible que Icsfonctioru 

contiendront, à la place des quantités x, , x, , xt, etc., les quantités nouvelles 
(x, -f-Ax,), (x, -HAx,), (xj-«-Axj), etc. It ne reste qu*h observer, dans la réu- 
nion de ces différences partielles , de ne pas tenir compte plusieurs fois d*un meme 
accroissement de la fonction F(x, , x,, xj, etc.). Ainsi, en premier lieu, dans la 
/AF\ 

fonction f ^ — j , la quantité x, ne subit plus aucun accroissement, pareeque la quan- 
tité (S) . Axt est déjà l'expression de Vaccroissement de la fonction F par rapport à 

^ /AF\ 

la variable x, ; en second lieu, dans la fonction ( variablès x, et x, ne su- 

bissent de même aucun accroissement , pareeque r accroissement de la fonction F par 

/AF\ 

rapport à ces variables , est déjà déterminée par les deux quantités ( 


/AF\ 


\ .Ax,; en troisième Heu , dans lafonction ( — 'S , les trois qaanti^s x,, x,, xj 
Ax,/ Vax»/ 

su doàrent non plus subir aucun accroissement, pareeque l'accroissement de la fonc- 


/àF\ 
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savons qui désireraient avoir ces éclaircissemens , de faire parvenir 
leurs doutes à M. Arson, son ami, qui voudra bien l’en prévenir. 
Secondement, on a prétendu que, dans nos productions , nous nous 
adressions au Public étranger aux sciences mathématiques. — lHais, 
de grâce, quelle que soit d’ailleurs notre considération pour ce Public, 
qu’en ferions-nous dans cette affaire, puisque les savons, même les 
plus grands, avouent ne pouvoir encore approfondir nos productions? 
— Que les géomètres se rassurent donc complètement à cet égard : 
nous pouvons d’ailleurs leur apprendre que, grâce au Ciel, nous 
n’avons nullement besoin du Public : nous ne nous trouvons pas en 
concurrence de places avec les géomètres, comme ces Messieurs le 
savent sans doute; et encore moins en concurrence de découvertes. 


tion F par rapport à ces trois variables, est déjà déterminé par les trois quantités 
/AF\ /AFN /AF\ 

f ) .As, . I — - I .As, et I — I • As|i aie. Résumant ces rouons, on ob~ 

’ \àM,/ ' 

( AF\ 

^ , mettre (s, -f- ûs,), 

(xj As}), (S 4 -4- etc. à ta place de s,, sj, S 4 , etc.; dans la secondc/onction 

, il/aut mettre {xj -4- Asj), (S 4 4- AS 4 ), etc. à la place de si, S 4 , e/c.; dans la 
/àF\ 

troisic/ne fonction J * mettre (S 4 -h ^* 4 )) (sj - 4 - AX 5 ), etc. à la place de 


X 4 , z$, etc. ; et ainsi de suite. 

Jvec cette considération qui est palpable, les fonctions 

recevront leur véritable détermination ; et c'est là leur signification. — Agréez, Mon^ 
sieur, etc. , etc. 
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parceque nos productions sont d’un ordre tout-à-fait different. A'ous 
donnons de plus, dans cet opuscule, une preuve irrécusable de . ce que 
nous n'avons nullement envie de discrtkliter les géomètres , comme on 
s’en est plaint: on verra, en effet, que nous aurions pu nommer, 
d'une manière victorieuse pour nous, plusieurs grands géomètres vi- 
vons; nous ne l'avons pas fait, et, ce qui est décisif, nous n’avons pas 
même voulu faire connaître le nom très célèbre de l'auteur que nous 
combattons dans le premier Mémoire. 

Troisièmement enfin, les savons dont il s'agit se plaignent de ce que 
notre Philosophie des Mathématiques est inintelligible, ou, pour 
rappeler t expression de ces Messieurs , « que l’auteur de cette Philo- 
O Sophie s'est enveloppé d’une si effrayante obscurité , qu’il est très 
« difficile de_ dire s’il a raison ou s'il a tort, parcequ’il est presque 
« impossible de le comprendre ». — Ce reproche ne nous regarde nulle- 
ment: il n’est qu’une preuve authentique de l’état des lumières parmi 
les savons qui l'ont articulé; en observant surtout que, suivant l'as- 
sertion du rédacteur de T attaque dont il est question, ce reproche nous 
a été fait par un des plus grands savons de la classe de ceux au nom 
desquels parait avoir été rédigée cette attaque, et cela même « après 
« .s’être occupé mûrement de l’examen de nos ouvrages ». Mais, dési- 
rant toujours et partout V avancement de la science, nous ne pouvons 
négliger cette occasion de contribuer en quelque chose aux progrès 
des lumières parmi ces Messieurs. Kous devons donc les assurer que 
notre Philosophie des Mathématiques est un des ouvrages les plus 
clairs et les plus intelligibles qui existent, mais pour ceux qui con- 
naissent déjà la Philosophie trakcisdamtale; et nous devons les 
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assurer, de plus, que la Philosophie transcendantale elle-même est 
une science positive (et la plus positive de toutes) , cultivée et enseignée 
publiquement dans presque tout le Nord de FF-urope. — On voit, par 
là , qu'il n'est nullement de notre faute si quelque classe de savons, 
se trouvant arriérée dans les progrès des lumières en Europe, ne peut 
approfondir nos productions. Bien plus , dévoué entièrement au bien 
de la science, et ne pouvant abandonner des recherches supérieures 
pour donner notre tenu à reproduire en français et à faire connaître, 
par la voie de l’ impression, cette nouvelle marche de l'esprit humain, 
nous avoru offert de sacrifier rtos loisirs pour répandre, par le moyen 
d'un Cours oral, les hautes connaissances dont nous parloru. Cette 
offre a été faite , d'une part, à un des plus grands savaru parmi ceux 
qui se sont plaints de ne pouvoir comprendre notre Philosophie des 
Mathématiques ; et, de l'autre part, à Napoléon lui même, alors 
souverain de la France. Le grand savant, nous ayant accordé une 
audience, nous a témoigné à ce sujet des dispositioru si étranges que, 
depuis ce tems, nous sentons plus fortement la répugnance de com- 
promettre la vérité; et le Grand Napoléon, suivant très probablement 
les avis du même grand savant, s'est cru au-dessus de pareilles baga- 
telles. Nous ne pouvons pas nommer le savant dont il s'agit, ni même 
faire part au Public de F entretien très curieux que nous avons eu avec 
lui; mais nous pouvons et nous devons faire connaître la lettre qui, à 
ce sujet, a été écrite à Napoléon (*). La voici. 


(* ) Grand- Marechat du Palais » Duroc, à qui nous avions envoyé cette lettre ^ nous 

4 écrit • (“avoir mise sous tes yeur de Sa Majesté ». une copie /ut communiquée au 
Crand-Mattre de V Université y qui en accusa la réception. 


Digitized by C^ooqlç 


POST-SCRIPTUM. 


i85 


A SA MAJESTÉ 

L’EMPEREUR ET ROI. 


Objet de cette Lettre. Etablissement d’une Philosophie 
restauratrice en France. 


SIRE, 

J l'époque où la nation française était occupée de la régénération 
politique, achevée si glorieusement par Ç') Fotre Majesté, le Nord 
de F jéllemagne opérait une révolution intellectuelle non moins im- 
portante. Tout ce qui, jusqu'alors, avait été fait pour le savoir de 
l'homme, s'est trouvé n’étre qu’un travail provisoire: les sciences les 
plus exactes ont reçu une direction nouvelle et une législation positive 
qui fixe, d’une manière péremptoire, toutes leurs découvertes faites 
et à faire. Votre Majesté peut s’en convaincre elle-même, en daignant 
jeter les jeux sur la Philosophie des Mathématiques , dont j'ai eu 


(•) Par OU avec» caren i8ti Vun ou Vautrt pouvait te Hire, 

24 
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r honneur de lui faire hommage par l'organe du prince Kourakin. 

Mais le plus grand bienfait que t humanité reçoit de celte réforme 
philosophique , est la fonslatioa scientifique définitive de la morale. 
— La soumission à la souveraineté et le respect pour la religion ne 
sont plus des vérités purement conventionnelles , engendrées par la 
simple pruderie ; ce sont aujourd' hui des vérités absolues , dérivées 
des lois de la raison elle-même; la Philosophie Iransrendautale qui 
a opéré celte révolution , a découvert la source sublime de leur né- 
cessité , et leur a donné ainsi une certitude scientifique, supérieure 
mime à l’évidence mathématique dont elle a également trouvé l'o- 
rigine. 

C'est pour cette Philosophie, Sire, que f ose réclamer la protection 
hospitalière de Fotre Majesté. — jfjrant entrepris de la faire con- 
naître aux Français, j'ai jugé convenable , pour mériter d’abord les 
égards qui sont dûs à la vérité, de publier immédiatement la législa- 
tion de la première des seieneea, ks PkiiotapJtie des StaAimatiqmes , 
telle qu’elle est donnée par ia Phdotophie transcendantale. Ce bat 
préliminaire se tromte atteint : on a apprécié l’importance des résul- 
teés; mais les princ^es pkiiosophiqaes eux-ménms n’ont pu être 
apprffôa d i s , et la classe des sciences de votre Jsutitut, Sire, a de- 
maasié des développentens (*). — C’est donc le moment de donner 
l'exposition de cette Phiiosoplùe. Le moyen h plus court, c’est un 
cours publie oral, et c'est aussi le seul moyen qui soit ers mon pouvoir. 
Autorisé pour ce cours par S. Exc. le Graad-Mattre de valre Cniver- 


(*) Moniteur 
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sité, Stre., fai prétenM la liste de souscription , d'abord au» ntembret 
dsi Corps diplomattjsse, et ensuite aux Cratsds de f £mpire français, 
pour obtenir, dans l'ordre où f avais droit de m’jr attendre, l’appui 
qui m’ était nécessaire à Paris, Les premiers ont presqtte tous souscrit; 
wtais, parmi les seconds, attean n’a voulu m’accorder l’appui hospi- 
talier que j'avais réclamé. Je ne puis attribuer un tel rejks, venant 
des premières personnes d’une nation aussi civilisée, qu’à la crainte 
établie justement en France pour le mot de philosophie ; et daru ce 
cas, il ne reste qu'un seul moyen de gagner, dans ce grand empire, la 
confiance que mérite la Philosophie restauratrice dont il s'agit , celui 
de supplier Fotre Majesté de daigner elle- même ouvrir la liste de 
souscription que je dois présenter aux Français, ses sujets. Votre nom 
auguste , Sire, ne sera qu’une juste protection , accordée aux résultats 
intellectuels les plus utiles et les plus sublimes que les hommes aient 
obtenus jusqu'à ce jour. 

Sans cette protection souveraine immédiate, il est impossible d’es- 
pérer que la Philosophie transcendantale soit connue en France de 
sitôt. La perte en serait incalculable: les progrès des sciences demeu- 
reraient lents; et quant à la morale , j’ose le dire à Votre Majesté, 
aucun autre moyen ne saurait, dans ce moment, la retirer de l'état 
honteux où l’a réduite le matérialisme; car, pour comble de malheur, 
on est persuadé généralement que c’est là un effort supérieur de l'es- 
prit humain. — riu contraire, avec la protection de Votre Majesté , 
quelques mois suffisent pour poser en France les fondemens d’une 
doctrine restauratrice. Une marche nouvelle et péremptoire dans les 
sciences; des lois absolues pour le savoir humain entier; des principes 
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immuables pour l’opinion publique; l'évidence irréfragable de la 
majesté du trône; la conscience la plus intime de la sainteté de 
l'Eglise; la certitude consolante d'un monde moral; le sentiment 
d'une dignité infinie, qui ne peut que relever le caractère noble du 
Français; voilà. Sire, les avantages que présente la Philosophie 
transcendantale. 

Je suis avec le p'ius profond respect. 


ITE VOTEE MAJESTlé lUPÉBIALE ET BOTALB, 


Le trèi hnmble et très obéiiunt 
terTÎteur 

Signe HOÜtÉ wnoNSKi. 

Parte, enaoAl 1811. 
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SUPPLÉMENT A LERRATA 

De V Introduction à la Philosophie des Mathématiques (*). 


p»g«i 

Lignes 


a, 

35, 

font l'objet; lisez, font un objet 

7 - 

7. 

-point de vue métaphy«ique ; lisez, point de vue trans- 
cendantal 

7 - 


élimentaires et primitifs-, lisez, élémentaires primitifs. 

»9. 

8 et 

g. En anticipant sur la Philosophie; Usez, En antici- 
pant sur la Métaphysique 

ao, 

7. 

à un de ses points ; lisez, à un de leurs points; 

24, 

a3. 

+ \/ ± .yi, ; lisez, 4- \/ ± i ,/r. 

a 4 . 

a4 et 27, + \/ ± . } lisez, + V^± 1. 

a8, 

3, 

au dénominateur, i -t- ^ -±l \ .Tx-, lisez, i — i . T'a: 

28, 

8, 

au dénominateur, i -l- \/ — i . T'a:; lisez, i — — i . Tx 

34, 

* f /S— r ,, ^4-1 

dermere avant la note ^ H ^ usez, 4- , 

35, 

14. 

f{x — a{) — etc.; lisez, f(x — a{) -1- etc. 

45, 

J. 

particulière (g); lisez, particulière ^ 4 ) 

46, 

' 7 . 

. éf~'~"fx\ lisez , x 

49. 

» 4 , 

aperçus philosophiques; lisez, aperçus métaphysiques 

56 , 

29. 

+ + lisez, -t- /(a: -»-,«{)} 

63 , 

21, 

philosophiques; lisez, métaphysiques 

65 , 


soient n„ n„ ns, . . . , ; lisez, soient n,,n,, nj, ... n„. 


(*) Lâ plupart des corrections de fautes typographiques et de calcul algébrique, 
contenues dans ce premier Supplément, nous ont été fournies par M. Tbeeenot, que 
nous prions d'agréer ici nos rcmercimens. 


SUPPLEMENT. 


KjU 

P.gM 

6^ 

66 , 

Èh 


70. 

7». 

75. 

78, 

ÜA. 

81^ 

85 . 

88, 

§ 9 i 

99. 

loa, 

IIP, 


iia. 

ia 3 , 

i 33 , 

» 34 . 

> 34 . 

>37, 


Lignes 

i 3 , 

a4. 

aZi 


ai, 

at , 
18, 
ai 

>A 

Aa 

Ih 

аа, 

8 , 

aj 

i 3 , 

аб, 

la. 

10. 

a. 

la, 


«[/», + n,|’=: nj + 5,/ij-»- n,/ii ; fiiez , 
K [n, -J- 7 ij f — n’ -t- -1 a' + n, n* . 

• lisez, .k[ 

génération dr tous k-s uumbrcs; lisez, génération par 
sommation de tous les nombres 



pliilosophiqucs ; /ùez, métaphysiques 
.J* -f- etc. ; lisez, .x> + etc. 

(x — o)* — etc. =; li*ez, .{x — a)‘ + etc. =. 
au dénominateur, [1 + aoi); lisez, (1 + am} v 
(x» + (—1) )* ; /liez, (X" + (— ly) 

(«'“ + x) ; lisez, («„ + x) 
lisez, .a + C*'>); 

I3 = aj'’ ; lisez, *, = if*' 
philosophiques ; lisez, métaphysiques 
inégalités; lisez, égalités 

[D\ = 1714 . #4 + 714 . T4 ; lisez, [D] = m^.s^-^ W4.r4 + 


+ 77J5.I5 + n-,.r<,. 


J •' \ Zrt.ixf J 




.âx^=; lisez, Zyt = 


^,^x,^), dx, -, lisez, ±(^x,^^. 


X,dx, 


fonction ; lisez fonctioas 
c’est-i-dire; lisez, c'est-à-dire, . . . ( 6 l)„ bis 
équations {àl),„ ; lisez , équations [bl)„ bis 
la fonction lisez, la fonction dF 
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Pagf» Lignes 


i38, 26, 


•3g, 

5 et 6, nne constante ; lùet, une fonction 

! 

i54, 

ao, 

+ fa] J lisez, + [a], , 

\ 

\ 

i 59> 

10, 

de ses relations^ Usez, de ces relaûons. 


170, 

a3. 

les nombres /»' et /; Usez, les nombres /« et i et par 

I 



conséquent ft' et >' 


18a, 

37. 

(i + /a.l); /«ez, (x+ /a.l)" 


cc 

1. 

— ( i — y' — I ); Usez , — (1 — — 1 )' 


i85, 

la et 

16, réc. ^ ) j ; Usez, réc. j^7’= j 


186, 

7. 

1 1 
(a’ +■ i)“ ; Usez, (a’ + 6’)” 

» 

•ga. 

•93, 

»8, 


t 

9. 

an Vi 

Usez, 


a33, 

29, 

lisez, 

# 

236, 

37. 



a3g. 

8, 

. * . i’ + etc. 1 ; lisez, . • •’ | • 


241, 

6, 

on aura....(xxiri); lisez, on aura géoéraLement....(xxiii) 

.. 

347. 

‘9. 

des méthodes d’intecpolatioa. ; Usez, des méthodes d'in- 

• 



terpolalion, du moins en cousidcraxU ces fonctions 
daiiS'toule leur généralité. 

S 

249. 

‘7. 

, e(jr-|-î ) e(.r-n{) 

J, + ■ Usez , A, + -i ; 

$ 
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Piges Lignes 

aSo, 21, 




; /ùez, ■+■ 


■ ^«4-1 ■ ^m4-9 
^m+a • ^wi4-î 


25 1 , 
267, 

a68, 

269, 


7 i 

33 , 

28, 

17. 


X fx + ftX X etc. ; lisez, x f,x x f^x x etc. ; 
pour /», -t- 7?j; lisez, n, 4- /»,, 


.V” ivW 

■ ; Usez, 4- 


1) 


A-C-.) ’ 


a, = ; /irez, «j = 


SUPPLÉMENT A L’ERRATA 

■ De la Réfutation de la Théorie des fonctions. 

Il s'est glissé une erreur de calcul dans les expressions (G) de la 
Réfutation de Lagrange. Mais, comme ces expressions ne sont que 
le développement des formules {h) du même ouvrage, on aura pu 
facilement corriger l’erreur. — Voici, au reste, la manière dont il 
faut envisager ces expressions (6). 

Dans une quelconque des fonctions w des formules ( 4 ) dont nous 
venons de parler, on a toujours une suite croissante d ’exposans de 
facultés, savoir, 

)lf, t-olf, ,,(/—4-)|£, ... ^,(1*— )lf, 

et une suite également croissante d'exposans de différences , mais 
supérieurs d'une unité, savoir, 

A''~*4-', a"-*'*'*, a''"*"'**, ...a'*. 

Pour abréger les expressions, nous dénoterons ces deux suites par 
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des indices appliqués à la caraclérisliquc ? de la fonction dont il 
s’agit, de la manière que voici 






V— *-<-I * 


A*— *-+*3^ 


— X * 


ou même de la manière suivante 


en négligeant la quantité générale ^ — •, et en indiquant ainsi sim- 
plement la différence des exposans de facultés et des exposans de 
différences. — Or, puisqu’on a ici = toutes les fois que q < p, 
on aura évidemment 



pareeque tous les autres termes de ce dév eloppement par rapport à 
la fonction f , , , , deviennent zéro, à cause de 

= O. *"*«>,—. = O. = »• ••• V,_. = O. 

Maintenant, les deux fonctions v du développement précédent, se 
trouvent de nouveau dans le cas de la fonction or développée; on 
pourra donc développer également ces deux dernières fonctions, et 
l'on aura 

P [ • V. . V, . . . *- . - V._, ] = 

= ] 

- *“’«>.-. . t? [ Vo . V, ■ V, . . . — V_3 ] . 

a5 


*94 


II*. SUPPLÉMENT. 


C' I . V, . . . = 

’l' [' »’o V, ... . V._j ] . 

On voit que, procédant de la même manière, on pourra dévelop- 
per chacune des deux fonctions Vf de ces deux derniers développe- 
mens, en deux fonclioiis Vf nouvelles, contenant la faculté i de 
moins, et ainsi de suite jusqu’au développement complet ; de sorte 
que cc développement complet de la fonction 




ne contiendra proprement que 2 *~‘ termes qui généralement ne 
deviennent pas zéro par la circonstance de ce que fx = o, tandis 
que, sans cette circonstance, le développement de cette fonction 
donnerait i**' termes différens. 

Après ces considérations, il sera facile, non seulement de corriger 
l'erreur qui s’est glissée dans les expressions (6) dont il est ques- 
tion, mais de plus de donner à ces expressions une forme nou- 
velle bien plus simple: la voici. — lin conservant toujours l'expres- 
sion (5j de la Réfutation de Lagrange, on aura, pour les coefficiens 
Mf,, A/p_, etc. et IV^, A^^,, etc., à la place des ex- 

pressions fautives (6), les expressions exactes et plus simples . . . (6/ 


- I 

.W„_. = — 


If ~ If 




V If . A**-' If ] 

If . f- lf 
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V f If . f jcf^’5 If . A^’ ’) |f J 

If . a/* — lf . A^* — lf 


195 


i7[y*~'+'^^/<-»)lf.y^'+«pj.(t— ’+oif^.v*— '^(xf'^’îlf] 
— Af^_. y.-. lf . ^^.-3 3) If . . . ^x(^->> lf ’ 

^fl — “ 1 SS Oj ..«.w— F— — ■ " » 

_ _ A>‘»xC>^»>lf 

y^_, — ~ ^— » lî 

_ Cf [ A^ -* lf ■ V* »x(>— »i If ] 

A''“’«lx''— *)lf. ’>lf • 

Cf [Af"’ If . if-* lf . A'’ ÿx<^— ’î lf ] 


_ Cf t ' px('-’>lf . .if‘-’+’^.r'>‘-'+ •> If . . . if~* ÿx<'“*>lf . A^ÿxf'*-’) lf ] 

A'^*fx('*""*)lf . J“"’#x<'*~’nf ...i<f^)^x^f'— ')lf 

en observant que , suivant leprocWc exposé plus haut, chacune de 
ces fonctions Cf se décompose de nouveau en deux autres fonctions 
Cf qui ne contiendront plus la faculté fx''^ f, et ainsi de suite 
jusqu'au développement complet ; de sorte que ce développement 
complet donnera a*~^ termes distincts pour chacun des coefBciens 
JI/^_ et 7Vp_,, depuis et A'p,_> inclusivement. 


FIN. 




Digitized 


ERRATA 


Page ig, ligne »3, 
a 1 , fiermèrty 

63, 7. 

64. 4. 


-f- i>x* — o; lisez, -+- Dt'* -f- etc. = o» 
du (lalcul infîniicsimal ; lisez, du Calcul différentiel, 
dcduclion architectonique; Usez, déduction philosophique 
TAaLR4ü iacaiTKCTOiriQL'E; lisez. Tableau esiLOSoeaigirs 


( Cette erreur très M*'*‘*‘e nous est échappée fiant la rédaction f 
car ta déduction des méthoita fppttnient évidemment à la 
M^thodolooib ci non à CAicbitectoei^ua Hu C^cul infini- 
tésimal ). 

84 « 14 f que lui donnent ; //jres, que leur donnent 

i56g 17, de plus en plus exacts; lisez, de plus en plus conTenables, 

190, 191 et 19a, nu rÂtre, Sdpelbiuht; fùez, !•'. ScrELinEifT. 
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